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УДК 629.78:528.854.4

А. А. ЗОЛОТОЙ, Д. И. НОВИКОВ

СОПОСТАВЛЕНИЕ КОСМИЧЕСКИХ ИЗОБРАЖЕНИЙ 
ПОВЕРХНОСТИ ЗЕМЛИ С ЭТАЛОНОМ ЦИФРОВОЙ КАРТЫ 

МЕСТНОСТИ
Научно-инженерное республиканское унитарное предприятие  

«Геоинформационные системы» НАН Беларуси (УП «Геоинформационные системы») 

В статье рассматриваются проблемы сопоставления космических снимков с эталоном цифровой карты 
местности для задач актуализации картографической информации и мониторинга территорий. Целью явля-
ется разработка методики автоматизированного выявления совокупных изменений на космических снимках 
относительно эталона цифровой карты местности в опционально задаваемом окне анализа. Исследования и 
разработка методики производились путём математического моделирования задачи в среде MATLAB. В ста-
тье приводятся последние результаты исследований в виде разработанной методики выявления совокупных 
изменений объектного состава на ортотрансформированных и геопривязанных космических снимках поверх-
ности Земли относительно эталона векторной цифровой карты местности. Показаны основные результаты 
сопоставления космических снимков с цифровой картой местности, полученные при испытаниях разрабаты-
ваемой методики. Применение данной методики уже сейчас позволяет автоматизировать процесс и сокра-
тить время тематического анализа космической информации, получаемой средствами дистанционного зон-
дирования Земли для топографического картографирования.

Ключевые слова: методика, дистанционное зондирование Земли, космический снимок, растровое изображение, 
цифровая карта местности, векторная графика, сегмент, изменение объектного состава, ме-
трика, близость, схожесть, эталон.

Решения широкого круга практических за-
дач связанных с актуализацией картографиче-
ской информации и мониторингом местности 
в настоящее время строятся на сопоставлении 
цифровых изображений поверхностей терри-
торий, полученных средствами дистанционно-
го зондирования Земли (ДЗЗ) с цифровой кар-
той местности (ЦКМ) [1]. Сложность сопо-
ставления космических снимков и ЦКМ обу-
словлена различной формой их представления. 
Космические снимки это растровые изображе-
ния, а ЦКМ представляются в векторной фор-
ме с отрезками линий (далее сегментами) в ка-
честве объектов векторной графики [2–4].

Авторами предлагается методика выявле-
ния совокупных изменений объектного соста-
ва на ортотрансформированных и геопривя-
занных космических снимках поверхности 
Земли относительно эталона ЦКМ. Суть пред-
лагаемой методики заключается в сопоставле-
нии по степеням близости и схожести геш-
тальта [5] сегментов, выделенных из космиче-

ского снимка с сегментами-центроидами (да-
лее центроидами), полученными из ЦКМ. Под 
схожестью гештальта двух сегментов в статье 
понимается степень пространственно-нагляд-
ного восприятия их возможной принадлежно-
сти к одним и тем же пространственным пред-
ставлениям или объектам.

Блок-схема основных этапов предлагаемой 
методики сопоставления космических сним-
ков и цифровой карты местности приведена на 
рис. 1.

В блоке 1 выполняется загрузка изображе-
ния космического снимка, векторных слоёв 
ЦКМ в геодезических координатах и матрицы 
геопривязки космического снимка в виде RPC-
коэффициентов (Rational Polynomial Coeffi-
cients) [6]. В блоке 2 осуществляется вектори-
зация космического снимка с использованием 
любых, доступных канонических средств, на-
пример, алгоритмы на основе методов Собеля, 
Лапласа, Робертса, Превитта, Канни [7–9]. На 
рис. 2, а для фрагмента панхроматического 
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космического снимка, полученного с разреше-
нием 2,1 м, показаны результаты векториза-
ции, настроенной на определение протяжён-
ных объектов, таких как дороги, реки, мелио-
ративные каналы и т. п.

В блоке 3 на рис. 1 устанавливается вероят-
ная принадлежность выделенных из растрово-
го изображения сегментов целевым простран-
ственным объектам и производится подавление 
шума и помех. Для этого сегменты разделяются 
на три группы по длине: длинные, средние и ко-

роткие. В каждой группе, отдельные сегменты 
заменяются более протяжёнными сегментами. 
Для этого каждой группе назначаются индиви-
дуальные значения критериев объединения сег-
ментов. В результате формируется векторный 
слой, описывающий выделенные из космиче-
ского снимка пространственные объекты.

На рис. 2, б показаны результаты подавле-
ния шумов и помех среди сегментов, выделен-
ных из фрагмента космического снимка, пред-
ставленного на рис. 2, а.

Рис. 1. Блок-схема методики оценки совокупных изменений объектного состава на космических снимках поверх-
ности Земли

                                              а  б
Рис. 2. Результат векторизации фрагмента космического снимка с подавлением шумов и помех
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В блоке 4 на рис. 1 из сегментов ЦКМ 
строятся центроиды. По своей природе ЦКМ 
часто обладают погрешностями и неточностя-
ми. Поэтому выделенные из них линейные ча-
сти объектов в действительности могут пред-
ставляться не одним, а группой последова-
тельно расположенных сегментов, которые 
могут отличаться углами и иметь разрывы. 
Центроиды получаются сокращением подроб-
ности описания пространственных объектов 
ЦКМ алгоритмом Ramer-Douglas-Peucker [10].

В блоке 5 на рис. 1 выполняется распреде-
ление сегментов, выделенных из изображения 
космического снимка, среди центроидов ЦКМ 
как центров соответствующих кластеров. При 
этом сегменты проецируются в пространство 
единичного квадрата. Распределение сегмен-
тов среди кластеров производится на основа-
нии выбранных метрик близости и схожести 
гештальта сегментов как компонент целевой 
функции отбора.

Степень близости двух сегментов находит-
ся в виде кратчайшего расстояния между их 
частями по метрике Чебышева. Расстояние D1 
по метрике близости от сегмента A с коорди-
натами конечных точек 1 1 1( , )A A AP x y , ),( 222

AAA yxP  
до сегмента B с координатами конечных точек 

1 1 1( , )B B BP x y , ),( 222
BBB yxP  рассчитывается по фор-

муле:

 

{ }1 2 3 4 1 2 1 2
1

min , , , , , , , ;

0, åñëè ,

A A B Bd d d d n n n n
D

A B

= 
∩

 (1)

где

1 1 1 2
A Bd P P= − ;  2 1 2 2

A Bd P P= − ;

3 2 1 2
A Bd P P= − ;  4 2 2 2

A Bd P P= − ;

1 1 1 2
A A Bn P O= − ;  2 2 2 2

A A Bn P O= − ;

2 2 2 2
B B An P O= − ;  2 2 2 2

B B An P O= − ,

1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2( , ), ( , ), ( , ), ( , )A A A A A A B B B B B BO x y O x y O x y O x y  – 
основания перпендикуляров, опущенных соот-
ветственно из точек AP1 , AP2 , BP1 , BP2  на прямые, 
которым принадлежат сегменты A и B.

Расстояние D2 по метрике схожести геш-
тальта от сегмента A до сегмента B рассчиты-
вается по формуле:

 

{ }
( )

1 2 3 4
2 6

max ,
2

2 1 sin 10
A B

A B

d d d d L L
D

L L−

+ + −
= +

+− ϕ +
, (2)

где
2

1 1
1

A A
B B B

A

a x b y cd
L

 + +
=   
 

;  

2
2 2

2

A A
B B B

A

a x b y cd
L

 + +
=   
 

;

2
1 1

3

B B
A A A

B

a x b y cd
L

 + +
=   
 

;  

2
2 2

4

B B
A A A

B

a x b y cd
L

 + +
=   
 

;

BBBAAA cbacba ,,,,,  – коэффициенты уравнений 
прямых, которым принадлежат сегменты A и B 
соответственно; LA, LB – длины сегментов A и B.

Поведение метрик близости и схожести геш-
тальта сегментов демонстрируется на сопостав-
лении типовых сегментов, имеющих различ-
ные размеры и расположение относительно 

                                                а                                                                                         б
Рис. 3. Типовые сегменты для демонстрации метрик близости и схожести гештальта
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некоторых базовых сегментов, обозначенных 
жирной линией (рис. 3).

Значения расстояний по метрикам для сег-
ментов на рис. 3, а в пространстве единичного 
квадрата, приведены в таблице. Из таблицы 
видна инвариантность расстояния, вычислен-
ного по метрике схожести гештальта к взаим-
ному смещению сегментов вдоль прямой, кол-
линеарной обоим сегментам.

Расстояния, вычисленные по метрикам близости  
и схожести гештальта сегментов на рис. 3, а

Сегмент 1 2 3 4 5 6 7
Близость 0,00 6,00 6,00 8,49 0,00 0,00 0,00
Схож. гешт. 0,00 0,00 9,00 9,00 0,77 3,41 2,00⋅106

На рис. 4 показаны зависимости расстоя-
ний вычисленных по метрике схожести геш-
тальта сегментов (рис. 3, б) от изменения рас-
положения, длины и взаимного угла между 
сегментами.

По горизонтали на рис. 4 отложены номера 
сегментов от 1 до 19 приведенных в каждой из 
трёх групп на рис. 3, б. Сегменты первой груп-
пы имеют относительно базового вектора (ко-
торый выделен жирным цветом) разные вза-
имные углы при прочих равных условиях. Во 
второй группе на рис. 3б сегменты отличаются 
длиной, в третей – расположением.

Результаты сопоставления космического 
снимка и ЦКМ, приведены на рис. 5. Оценка 
совокупных изменений объектного состава кос-
мического снимка в области кластеров (блок 6 
на рис. 1) выполнялась в следующей последо-
вательности.

Среди сегментов, выделенных из космиче-
ского снимка и сгруппированных в кластерах, 

образованных центроидами ЦКМ, строятся 
вторые центроиды в каждом кластере (далее 
центроиды снимка). Центроиды снимка опи-
сывают линейные части пространственных 
объектов, которые предположительно находят-
ся на снимке в областях кластеров. Вычисля-
ются взвешенные значения метрики схожести 
гештальта центроидов снимка и центроидов 
ЦКМ, которые отражают изменения объектно-
го состава снимка относительно ЦКМ в обла-
сти кластеров.

Значение весового коэффициента, умень-
шающего геометрическую длину проекции 
сегмента, в нормированном пространстве еди-
ничного квадрата вычисляется по формуле:

 
1

0,04L
dk = − , (3)

где kL – коэффициент уменьшения геометриче-
ской длины проекции сегмента на направле-
ние центроида снимка; d – расстояние от сег-
мента до его проекции, вычисленное по ме-
трике близости.

Степени совокупных изменения объектно-
го состава космического снимка относительно 
ЦКМ в области кластеров N нормируется в 
диапазон от 0 до 1, и оцениваются по формуле:

 ( )1
L p

c

k L
N

n L
=

−
∑

, (4)

где kL – весовой коэффициент уменьшения ге-
ометрической длины проекции сегмента на на-
правление центроида снимка; Lp – геометриче-
ские длины проекций сегментов на направле-
ние центроида снимка в пространстве единич-
ного квадрата; n – число проекций; Lc – геоме-
трические длины центроидов снимка.

Рис. 4. Зависимости расстояния, вычисленного по метрике схожести гештальта сегментов от изменения располо-
жения, длины и взаимного угла
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Сегменты на рис. 5 спроецированы в пик-
сельное координатное пространство космиче-
ского снимка. Сегменты, выделенные из кос-
мического снимка, обозначены на рис. 5 тон-
кими сплошными линиями. Толстыми сплош-
ными линиями обозначены сегменты ЦКМ,  
в области которых на космическом снимке нет 
изменений объектного состава. Толстыми штри-
ховыми линиями выделены сегменты ЦКМ,  
в области которых на космическом снимке 
есть изменения объектного состава. При этом 
было принято пороговое значение N = 0,7.

По результатам работы алгоритма внима-
ние оператора привлекается к участкам косми-
ческого снимка в областях сегментов ЦКМ, 
выделенных на рис. 5 толстыми штриховыми 
линиями.

Разработка и проверка алгоритма, реализу-
ющего предлагаемую в статье методику, про-
изводилась авторами в среде MATLAB по дан-
ным более 120 космических снимков, из ре-
сурсов Белорусской космической системы дис-
танционного зондирования Земли (БКСДЗ).  
В настоящее время, космические снимки 
БКСДЗ, предоставляются Белорусским косми-
ческим аппаратом «БКА» и российским кос-
мическим аппаратом «Канопус-В № 1», входя-
щими в состав российско-белорусской орби-
тальной группировки и имеющими схожие ха-

рактеристики. Слои ЦКМ были взяты из от-
крытых интернет-источников. К настоящему 
времени удалось добиться гарантированного 
выявления в среднем до 71 % изменений на 
космических снимках, реально подтвержден-
ных относительно ЦКМ.

Заключение
Предложена методика сопоставления кос-

мических снимков поверхности Земли и ЦКМ, 
позволяющий выявлять совокупные измене-
ния объектного состава на ортотрансформиро-
ванных и геопривязанных космических сним-
ках относительно эталона ЦКМ. Областью 
применения разработанной методики являют-
ся задачи актуализации карт и мониторинга 
местности. Панхроматические космические 
снимки разрешением от 2 до 4 м могут исполь-
зоваться для работы с ЦКМ масштабом до 
1 : 25 000 при обновлении тематических карт и 
до 1 : 50 000 при обновлении государственных 
топографических и навигационных карт. 
Мультиспектральные космические снимки 
разрешением 10,5–11 м целесообразно исполь-
зовать для работы с ЦКМ масштабом не более 
1:100 000. Объективность выявления совокуп-
ных изменений объектного состава, определя-
ется точностью геодезической привязки изо-
бражений космических снимков к ЦКМ.

Рис. 5. Результаты выявления совокупных изменений объектного состава на фрагменте космического снимка от-
носительно ЦКМ
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Zalatoi Andrei, Novikau Dmitry

COMPARISON OF SPACE IMAGES OF A SURFACE OF EARTH  
TO A STANDARD OF A DIGITAL DISTRICT MAP

In article problems of comparison of space pictures with a standard of a digital district map for tasks of updating of car-
tographical information and monitoring of the territories are considered. The purpose is development of a technique of auto-
mated detection of cumulative changes in space pictures concerning a standard of a digital district map in optionally the set 
analysis window. Researches and development of a technique were made by mathematical simulation of the task in the envi-
ronment of MATLAB. The last results of researches in the form of the developed technique of detection of cumulative changes 
of object composition in the orthotransformed and geobound space pictures of the Earth’s surface concerning a standard of a 
vectorial digital district map are given in article. The main results of comparison of space pictures to a digital district map 
received in case of tests of the developed technique are shown. Application of this technique allows to automate process al-
ready now and to reduce time of the subject analysis of the space information obtained by Earth remote-sensing instruments 
for topographical mapping.

Keywords: technique, remote sensing of Earth, space picture, bitmap image, digital district map, vector graphics, seg-
ment, change of object composition, metrics, closeness, similarity, standard.
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В. А. ДУБРОВСКАЯ, Т. Н. СОЛОВЬЕВА, А. Ю. ПЕРЕВАРЮХА

НЕУСТОЙЧИВОЕ КРИТИЧЕСКОЕ РАВНОВЕСИЕ  
В ДИНАМИКЕ СЛОЖНО-СТРУКТУРИРОВАННОЙ ПОПУЛЯЦИИ 

ОСЕТРОВЫХ РЫБ
Санкт-Петербургский институт информатики и автоматизации РАН (СПИИРАН)

В статье рассматриваются последствия существования особых состояний, определяющих стремитель-
ный характер дальнейшего развития популяционных процессов. Вероятна связь подобных критических состо-
яний с оптимальной численностью субпопуляционных объединений, образующихся при эволюционной адапта-
ции вида с ограниченным доступом к ресурсам для размножения. Предложена модель популяционного процес-
са,  формализующая  влияние  неравномерной  скорости  роста  у  двух  различных  репродуктивных  групп  на 
смертность мигрирующих рыб в ювенальный период развития. В вычислительной среде исследована гибрид-
ная система, описывающая последствия существования для популяции ситуации непропорционального сни-
жения  мигрирующей  молоди  в  реке,  установленной  нами  по  данным  стремительного  сокращения  нереста 
волжского осетра. Для эксплуатируемой популяции пороговый эффект после неустойчивого равновесия с ми-
нимально необходимой для благополучного размножения  вида численностью служит отсчетом реализации 
«коллапса». Известен ряд примеров подобного особого сценария длительной деградации наиболее ценной для 
промысла репродуктивной группы. Помимо явного резкого сокращения эффективности воспроизводства, по-
роговый эффект при коллапсе отражается в неблагоприятном проявлении доминировавшего ранее эволюци-
онного тренда для выживаемости отдельных форм жизненного цикла рыб в условиях реорганизации промыс-
ла. Интересно, что для волжской севрюги наблюдается иная форма нелинейности по сведениям об эффектив-
ности нереста.

Ключевые слова: модели популяций, репродуктивный цикл, критические состояния, сценарий коллапса промыс-
ловых запасов

Введение 
На импровизированном филогенетическом 

древе методик построения динамических мо-
делей выделяются три крупные ветви. Истори-
чески первое направление формализует взаи-
модействие конкурирующих популяций на ос-
нове систем обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений первого порядка. Их расшире-
нием являются системы с введением отклоня-
ющегося по времени аргумента N(t – t). Био-
система в подобных моделях помимо экологи-
ческих характеристик обладает приписанными 
ей математическими свойствами: эквивалент-
ности и подобия, т. е. любая малая часть попу-
ляции или биомассы сохраняет целиком все 
присущие свойства. 

Третью ветвь дискретных моделей, ориен-
тированную на определение механизмов вну-
тренней регуляции численности при ограни-
чивающем влиянии выделенных внешних фак-

торов, обозначим как моделирование жизнен-
ного цикла. Детализированные модели разви-
тия будут интересны, если возникает проблема 
разделения популяции в ареале по размерно-
возрастным, гендерным, иммунологическим, 
расовым и прочим существенным признакам. 
Некоторые признаки служат значимой эволюци-
онной адаптацией субпопуляций на этапе ви-
дообразования, но не всегда могут гарантиро-
вать успешность группы по отношению к ан-
тропогенному вмешательству. Вмешательство 
не всегда носит априори пагубный для вида 
характер, как например организация искус-
ственного воспроизводства, но нарушает есте-
ственную частоту встречаемости аллельных 
генов.

Регулярно возникают важные непредвиден-
ные специалистами явления. Практическая ор-
ганизация рационально использования биоре-
сурсов на основе математического аппарата 
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регрессионных моделей при рассмотрении 
хода развития ситуаций классифицируемых 
как «коллапсы запасов» оценивается как труд-
нореализуемая. Восстановление рыбных запа-
сов после их истощения происходит не так бы-
стро, как ожидалось. Темпы не согласуются  
с рассчитанными ранее популяционным харак-
теристикам, будь то осетровые Волги, ниль-
ский окунь оз. Виктория, североатлантическая 
треска Канады [1] или анчоус в зоне перуан-
ского апвеллинга. 

Падение вылова констатировалось совер-
шенно неожиданно для экспертов. В совре-
менной англоязычной литературе утвердился 
астрономический термин «collapse» изначаль-
но означавший гравитационное схлопывание 
объекта и отличный по смыслу от употребляв-
шегося ранее «overfishing» – перелов. Подоб-
ные специфические варианты развития про-
цессов отличаются резкой сменой нестацио-
нарных режимов и требуют для прогностиче-
ского описания совершенствования математи-
ческого аппарата. Среди обсуждавшихся вари-
антов мы могли бы выделить непрерывно-со-
бытийное (гибридное) расширение вычисли-
тельного базиса как наиболее биологически 
обоснованное. 

Вычерпывание истощенных официальным 
ловом остатков осетровых Каспийского моря  
и продолжение нелегального их истребления 
сегодня можно объяснить социальным небла-
гополучием региона. Однако, коллапсы рыбных 
запасов отмечались не раз в странах со ста-
бильной экономической ситуацией, развитым 
экологическим сознанием общества, действу-
ющей научно-обоснованной системой учета  
и регулирования допустимого вылова. В ста-
тье нами предлагается модель для объяснения 
порогового эффекта в скорости восполнения 
запасов, установленного по анализу данных 
наблюдений о воспроизводстве волжского осе-
тра, имеющего две не полностью изолирован-
ные репродуктивные группы.

1. Нелинейная реализация репродуктив-
ной активности

Один из факторов развития коллапса – за-
вышение промразведкой реальной величины 
запасов. В случае с запоздало остановленным 
в 2010 г. промыслом осетровых рыб Каспия 
важный нюанс в том, что не были оправданы 
ожидания от рыбоводных мероприятий. Спе-

циалисты ориентировались на существенно 
завышенные показатели эффективности ис-
кусственного выпуска заводской молоди трех 
видов. Вероятно, скрытые негативные факто-
ры кроятся в эволюционно сложившемся жиз-
ненном цикле анадромных рыб. 

Получить описание пороговых состояний 
реалистично в рамках развитой в промысловой 
ихтиологии системной концепции факторов за-
висимой от плотности выживаемости [2]. Ана-
лиз интерпретации выводов из полученных ра-
нее моделей показывает, что теория формиро-
вания запасов рыб уже при первоначальном 
своём обосновании предполагала неочевидную 
специалистам экологам нелинейную динамику. 
Проблема казалась только в правильном опре-
делении ее формы по известным данным на-
блюдений. Для получения кривых воспроизвод-
ства ожидаемой куполообразной формы предла-
гались довольно сложные преобразования ис-
ходных данных наблюдений с использованием 
логарифмических регрессий по специально вво-
димым индексам родительского запаса и дру-
гие замысловатые построения. 

Пример попытки построения кривой вос-
производства Рикером по детерминированным 
данным (рис. 1) интересен с точки зрения хао-
тической динамики [3]. По оси абсцисс – запас, 
по ординат – пополнение, оставлены даты, со-
ответствующие значениям на графике. Точки  
в плоскости запас×пополнение лежат точно по 
стрелкам траектории, проведенным нами от 
биссектрисы координатного угла геометриче-
ского места стационарных точек (диаграмма 
«лестница Ламерея»), так как тут анализирова-
лись данные о численности тихоокеанской гор-
буши Oncorhynchus gorbuscha с двухлетним жиз-
ненным циклом.

Рис. 1. Аппроксимация апериодических данных в [3] 
кривой воспроизводства
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Колебания численности горбуши по имею-
щимся данным, начиная с точки 1930 г. в стро-
гом смысле апериодические. Однако нарисо-
ванная им аппроксимационная кривая обладает 
единственной стационарной точкой пересече-
ния с биссектрисой. Точка по приведенному 
графику должна быть устойчивой для системы 
под действием итераций, так как наклон каса-
тельной к кривой в точке пересечения явно 
меньше p/4. Колебаний с большой амплитудой 
проведенная кривая предсказывать не может, 
так как точки должны были бы группироваться 
в некотором ограниченном радиусе от биссек-
трисы координатного угла или демонстриро-
вать по крайней мере направление стягивания. 
Можно предположить, что для горбуши харак-
терно семейство параметрически зависимых 
кривых с одним максимумом и точкой переги-
ба, но точка 34 отображается прямо на пересе-
чении с проведенной Рикером биссектрисой 
(местом стационарных точек). Далее траекто-
рия резко отклоняется. Наиболее вероятно, что 
для данной системы не существует устойчивых 
стационарных точек, и в том числе принадле-
жащих циклам конечного периода.

Возникла теория о различных факторах ре-
гуляции смертности и оптимальном соотноше-
нии плотности производителей на нерестили-
щах. Теория помогала объяснить нестабиль-
ный характер воспроизводства облавливаемых 
популяций рыб, прежде всего мигрирующих 
для размножения в реки. Отсутствие строгой 
пропорциональной зависимости между нере-
стовым запасом и сезонным пополнением часто 
ставила в тупик экономику рыбного промысла. 
Канадский ихтиолог У. Е. Рикер, рассматривая 
причины уменьшения пополнения при возрас-
тании нерестового стада, предложил теорети-
ческую концепцию о существовании зависи-
мости запаса и пополнения. Тогда в ихтиоло-
гии доминировали представления о том, что  
в разреженной популяции резко улучшаются 
индивидуальные показатели роста. Как следу-
ет из гипотетической кривой на рис. 1. счита-
лось, что воспроизводство способно стреми-
тельно возрастать по дуге гиперболы выходя 
на пологое плато. Потому Рикер в [3] предло-
жил простую, как казалось, формулу для вы-
числения численности пополнения R = f (S) от 
исходного запаса:

 ( ) exp( ),f S aS bS= −  (1)

где S – от «stock» величина нерестового запа-
са, b – коэффициент, отражающий величину, 
обратную количеству выметанной икры при 
котором число выжившей молоди максималь-
но, соответственно b << 1; a – репродуктивная 
характеристика. Для (1) имеем куполообраз-
ную кривую воспроизводства с единственным 
нетривиальным пересечением с биссектрисой 
координатного угла R = S и единственной точ-
кой перегиба. 

Позднее Рикер несколько пересмотрел ис-
ходные базовые гипотезы о роли каннибализ-
ма в гибели икры лососевых и предположил, 
что кривая воспроизводства способна иметь 
более одного максимума. В частности он сде-
лал вывод о невозможности поддерживать мак-
симально допустимые уловы несколько лет под-
ряд и о важных для долговременной эксплуата-
ции популяции следствиях ступенчатой зависи-
мости [4]. В работе [5] описан эффект, назван-
ный им «лезвие ножа» для очень резкого пере-
пада в эффективности восполнения, но много-
численные работы по оптимизации промысла 
продолжали брать (1) как основополагающую 
форму при расчете промыслового возврата. 

Помимо удобства расчета оптимального 
вылова, в виде отсечения заходящего на не-
рест излишка, при применении модели (1) воз-
никает ряд сложностей. При увеличении коли-
чества отложенной икры выживаемость моло-
ди будет стремиться к нулю. Свойство проти-
воречит наблюдениям над аквариумными по-
пуляциями, где пополнение уменьшается до  
Q > 0 = const. Для компьютерного моделирова-
ния сообществ гидробионтов (1) часто исполь-
зовалась как кусочно-гладкая. При превыше-
нии заданного критического количества S > Sс 
количество выжившей молоди директивно 
устанавливали константой Q.

При низких численностях производителей 
(1) предсказывает увеличение эффективности 
воспроизводства. При стремящемся к нулю ко-
личестве отложенной икры, выживаемость по-
полнения стремится к предельному значению 
выживаемости:

0

exp( )(1 ),

lim exp( )(1 ) .
S

dR a bS bS
dS

a bS bS a
→

= − −

− − =

Подобное свойство не соответствует фун-
даментальным представлениям экологии о су-
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ществовании нижней критической численно-
сти у популяций позвоночных животных. Не-
однократно подтверждалось для не заботя-
щихся о потомстве видов, что существует оп-
тимальный для воспроизводства диапазон 
численности репродуктивной части популя-
ции. При уменьшении численности эффектив-
ность воспроизводства многих видов мигриру-
ющих рыб с не стайным поведением должна 
снижаться, так как уменьшается вероятность 
встречи особей разного пола в пригодных для 
размножения участках рек.

2. Итерационные структуры хаотической 
динамики 

В развиваемом подходе «кривая воспроиз-
водства» это базовый (в том смысле, что дол-
жен предполагать расширение модели для уче-
та искусственного воспроизводства запасов 
рыб) оператор эволюции итерационной дина-
мической системы. Модель (1) обладает инте-
ресными свойствами, о которых не знал ее раз-
работчик и потому не предложил для них 
адекватной биологической интерпретации. 
Аналогичными свойствами динамики облада-
ют кривые воспроизводства Шепарда и Ку-
шинга. Иначе двигается траектория модели 
пополнения Бивертона-Холта. Исследование 
возникновения бифуркаций приводит к мыс-
ли, что математические свойства дискретных 
вычислительных структур лишь в незначи-
тельной части диктуются заложенными в ос-
нове моделей экологическими гипотезами. Раз-
личие гипотез не гарантирует отличий в каче-
ственном пове  дении траектории модели. 
Ведь существует всего три типа бифуркаций 
(прямых и обратных) и три топологических 
типа аттракторов для таких моделей.

Представим процесс изменения состояния 
популяции, определяемый зависимостью запа-
са и получаемого в сезоне пополнение в виде 
динамической системы, математического объ-
екта, для которого можно указать набор вели-
чин: динамических переменных, характеризу-
ющих состояние системы. Значения перемен-
ных в последующий момент времени рассчи-
тываются из текущих значений по определен-
ному правилу (называемому оператором  эво-
люции). Динамическая система представляет-
ся тройкой , ,M T ψ , состоящей из фазово-
го пространства M, времени T, оператора эво-
люции y. В случае непрерывного времени  

для ∀x ∈ M; ∀t, s ∈ T выполняется условие: 
( ( , ), ) ( , ).x t s x s tψ ψ = ψ +  В дискретном пред-

ставлении оператор эволюции задает отображе-
ние фазового пространства в себя: : .M Mψ →  
В гибридном случае нам будут нужны две ие-
рархии представления модельного времени: не-
прерывные кадры и события.

Множество ( ){ ( )}t
t Tx ∈ψ  представляется фа-

зовой траекторией точки x. Графически эво-
люция диссипативной динамической системы  
во времени представляется движением точек  
в фазовом пространстве к аттрактору, подмно-
жеству фазового пространства A M⊆  инва-
риантное относительно эволюции: ( ) ( )t A Aψ =  
для всех t T∈  и такое, что существует окрест-
ность U множества A, в которой для всех y U∈  
выполняется:

( )lim ( ) .t
t

y A
→∞

ψ =

Регулярные аттракторы устойчивое состо-
яние равновесия с неподвижной точкой x* для 
которой выполняется ( ) *lim ( ) ,t

t
y x

→∞
ψ =  и устой-

чивый цикл, отвечающий режиму периодиче-
ских автоколебаний: * *( ) ( ).t t sx x+ψ = ψ  Множе-
ство точек, приводящих за конечное время к не-
которому замкнутому множеству A, есть его 
область притяжения .AΩ  

Рассмотрим дискретную систему заданную 
функциональными итерациями ( )

0{ }j j≥ψ . В вы-
числительной среде наблюдаем R0, R1, R2, ... 
последовательность точек определенных усло-
вием 1 ( ), 0j jR R j+ = ψ ∀ ≥  описывающими пе-
рестроения системы. Фазовым пространством 
исследования динамики (1) примем интервал 

( )( ) 1
0, exp 1 .M a b a

− = +
 

e  
Качественное поведение зависит от пара-

метра a, он является управляющим. До опре-
деленного значения a, не превышающего би-
фуркационное, траектория стремится к точеч-
ному аттрактору * ln a bA R≡ = . Первый мета-
морфоз поведения происходит, когда произво-
дная, вычисленная в неподвижной точке, пере-
стаёт удовлетворять критерию устойчивости. 
Для (1) это происходит при выполнении усло-
вия 2 :a > e  

ln ln
*

ln

`( ) ,

ln (1 ln )`( )

1 ln .

bR bR

a ab b
b b

a

R a bRa

a a aR a b a
b

a

− −

− −

ψ = −

−
ψ = − = =

= −

e e

e e
e

21 ln 1, .a a− = − = e
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Параметр b не влияет на топологические 
характеристики фазового портрета. Динамиче-
ская система стремится в устойчивое цикличе-
ское состояние с периодом 2: глобальный ат-
трактор, состоящий из двух периодических то-
чек. Факт, что 1

nbx
n nx ax −
+ = e  имеет в большом 

диапазоне параметра цикл, говорит о том, что 
не стоит от построенного по эмпирическим 
данным графика ожидать характерной куполо-
образной кривой. 

Если далее увеличивать параметр a, будет 
происходить увеличение амплитуды колебаний, 
и по достижению порогового значения a > 12,51, 
произойдёт бифуркация удвоения периода и 
установится цикл 4.p =  При дальнейшем уве-
личении a будет происходить каскад бифурка-
ций удвоения периода. При значении a > 14,8 
невозможно выделить устойчивых точек или 
замкнутого цикла. Происходит детерминиро-
ванный хаос, напоминающий стохастический 
процесс очень чувствительный к начальным 
условиям. Траектория притягивается к подмно-
жеству фазового пространства, получившему 
из-за своих геометрических свойств название 
«странный аттрактор». Универсальным сцена-
рием перехода к хаосу через бесконечный ка-
скад удвоений, описанным на примере квадра-
тичной итерации xn+1 = lxn(1 – xn) Фейгенбау-
мом [6], спектр нелинейных эффектов не огра-
ничивается. В ограниченных диапазонах при  
a > 14,8 возникают окна периодичности.

В 1
nbx

n nx ax −
+ = e  наблюдаем последователь-

ность касательных бифуркаций с появлением 
устойчивых циклов периодов 2ip ≠ . Ли и Йорк 
в 1975 г. в статье «Period three implies chaos» 
доказали, что если итерация функции Rj+1 = 
y(Rj) при некотором значении одного из пара-
метров имеет цикл периода 3,p =  то отобра-
жение имеет и бесконечное множество циклов 
других периодов, и континуум непериодиче-

ских траекторий. Если для некоторой рикеров-
ской популяции удалось бы реализовать по-
следовательное увеличение репродуктивной 
характеристики (a – это опосредованный пара-
метр) то ее временная динамика походила бы 
на рис. 2. На примерах искусственного выпу-
ска молоди подобных изменений не отмеча-
лось. Подобный метод дискретных параметри-
ческих итераций одной функции принципи-
ально не подходит для описания искусствен-
ного воспроизводства.

Появлению p = n предшествует явление «пе-
ремежаемости» как подвид хаотического дви-
жения. Перемежаемостью называют режим 
чередования во времени почти регулярных ко-
лебаний (ламинарная фаза) с интервалами хао-
тического поведения (турбулентная фаза). Пе-
ред появлением циклических точек три обла-
сти близкие к экстремумам графика третьей 
итерации функции 3 ) (f S  образуют так назы-
ваемые каналы близкие к биссектрисе (на рис. 3 
указаны стрелками), по которым из одного 
другой в строгой последовательности долго 
движется траектория, что соответствует лами-
нарной фазе. Выходы траектории из канала 
знаменуют короткие турбулентные фазы. Си-
туации, когда регулярная динамика прерывает-
ся резкими интервалами нестабильности, по-
являются в реальной популяционной динами-
ке, в частности это характерно для насекомых. 
Подобные турбулентные вспышки вредителей 
по размаху флуктуаций превосходят стацио-
нарные режимы. В динамике унимодальных 
итераций фаза перемежающейся турбулентно-
сти ограничена диапазоном между началами 
узких каналов движения траектории всегда 
ниже.

Перемежаемость и окна периодичности не 
исчерпывают все возможности поведения тра-
ектории, и метаморфозы единственного гло-

Рис. 2. Динамика (1) при увеличении репродуктивной характеристики
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бального аттрактора у итераций простой функ-
ции (1). Анализ других эффектов уже не укла-
дывается в рамки краткого обзора.

3. Проблема порога в эффективности вос-
производства

Общей задачей наших исследований явля-
ется анализ на основе вычислительных мо-
дельных сценариев антропогенно-обусловлен-
ных процессов деградации биоресурсов во-
дных экосистем. Не для всех рыб актуальна 
теория пополнения, в гораздо большей степе-
ни ее методы обоснованы для анадромных ви-
дов, заходящих из морей для нереста на реч-
ном грунте. Для каспийских осетровых име-
ются интересные данные о многолетнем про-
пуске на нерест производителей волжского 
осетра и севрюги после зарегулирования стока 
Волги в [7]. Основным фактором эффективно-
сти нереста считался гидрологический режим 
реки [8], нарушенный с 1960 г. при гидростро-
ительстве каскада ГЭС. Изучение ретроспек-
тивных описательных источников о рыбном 
промысле Нижней Волги и режиме судоход-
ства предсказывают существование и других 

механизмов регуляции. Частая повторяемость 
маловодных лет, нарушавшая речное судоход-
ство и красочно описанная в заметках Адамом 
Олеарием в середине XVII века не подрывала 
обилие промысла.

Выявить нелинейные критические особен-
ности в формировании пополнения позволили 
обработанные нами методом скользящей сред-
ней (рис. 4) сведения о количестве скатываю-
щейся в реке молоди осетра. Количество про-
пущенных на нерест в Волгу производителей 
за период наблюдений изменялась существен-
но: от 2500 тыс. экз. в 1979–81 гг. до 25 тыс.  
в 2000-х гг. [9]. В настоящее время мы не име-
ем достоверной информации о нынешнем со-
стоянии популяции Acipenser gueldenstaedtii  
и численности нерестовой ее части. С 2010 г. 
все каспийские популяции осетровых внесены 
в «Красную книгу» и промысел запрещен. Су-
ществует проблема выявления возможного об-
разования локальных стад осетровых, которые 
можно идентифицировать по использующим-
ся рыбами для размножения нерестовым ре-
кам. В отличие от лососевых рыб у севрюги  

Рис. 3. Третья итерация f ( f ( f (S))) функции (1) перед появлением цикла 3

Рис. 4. Обработка данных о воспроизводстве осетра
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у осетра наблюдается заход в реку, как весной, 
так и осенью, что определяет выделение ози-
мой репродуктивной расы, созревание которой 
происходит по ходу миграции в пресной воде. 
Опубликованные в различных источниках све-
дения с 1968 г. об общей численности осетро-
вых Каспия по данным тралового учета многи-
ми специалистами оцениваются как сомни-
тельные и менее достоверные, чем информа-
ция о проходе производителей на нерестилища 
в створе реки. Оценки общей численности по-
лучались путем экстраполяции уловов с от-
дельных квадратов на всю акваторию при тра-
ловых обловах, пересчитанные с использова-
нием достаточно интервально варьируемого 
показателя – коэффициента уловистости трала. 

Выявлен статистически достоверный по-
роговый эффект скачкообразного перехода эф-
фективности воспроизводства на некий отлич-
ный от нуля минимальный уровень. Кривая 
воспроизводства осетра (на рис. 4 среднее по 
трем ближайшим) характеризуется как изло-
манная куполообразная. Мы можем восстано-
вить отчетливо кусочно-гладкую кривую, а не 
сгущение точек, так как популяционная дина-
мика определялась в большей степени про-
мысловой смертностью, чем искомой зависи-
мостью ( )R f S=  запас-восполнение. Пун-
ктирной стрелкой указан сдвиг, когда при про-
пуске менее 3350 10⋅  шт. непропорционально 
резко уменьшается количество скатывающей-
ся в море молоди. От 500 до 1500·103 мы бу-
дем считать диапазоном оптимально-равновес-
ного состояния запаса R . Сплошной стрелкой 
отмечен эффект падения воспроизводства ве-
роятно связанный с переполнением нерести-
лищ после перекрытия створа Волгоградской 
ГЭС. Количество молоди от озимых и яровых 
производителей в имеющихся данных не раз-
делялось. Исторически озимая репродуктив-
ная раса доминировала по биопродуктивно-
сти. Скопление на нерестилищах привело на 
рубеже 1980 гг. при определении объема общих 
допустимых уловов к представлениям «о недо-
использованности» промыслом запасов ози-
мой репродуктивной группы. В итоге при по-
пытке сохранить яровых рыб для воспроизвод-
ства реализовался длительной перелов. Резкое 
снижение вылова произошло в 1989–90 гг, так 
как второго порога кривой никто из специали-
стов не мог ожидать.

4. Разработка модели воспроизводства  
с ростовыми характеристиками

Задачей разработки новой модели запас-
восполнение определено создание гибкого ма-
тематического аппарата для согласования ха-
рактера поведения имитационной модели ди-
намики популяции со статистическими данны-
ми о численности молоди волжских осетровых 
в различные годы. В рамках проекта интерес-
ны новые гипотезы о причинах резких измене-
ний вне диапазона оптимальной численности 
нерестового стада.

В современных условиях на примере осе-
тровых Каспия очевидно, что сокращение за-
паса не сильно повышает индивидуальную 
упитанность мигрирующих производителей. 
Кормовая база осетровых в Северном Каспии 
после столь резкого сокращения их запаса не 
продемонстрировала стремительного увеличе-
ния [10]. В очередной раз не подтвердись на 
практике идеи моделей формы «хищник-жерт-
ва». Объяснение заключается в том, что регу-
ляция жизненного цикла вида-ресурса адап-
тивна к его потребителю. М. Г. Карпинский 
дал очень интересное эволюционное объясне-
ние тому, что сокращение потребителей не 
привело к развитию донной кормовой фауны. 
Видообразование в изолированном водоеме 
шло по пути адаптации стратегии размноже-
ния к прессу выедания рыбами. 

Конкурентные факторы смертности у та-
ких крупных рыб, не имеющих естественных 
врагов, действуют на самых ранних стадиях 
развития. Они выражаются в гибели от асфик-
сии личинок и замедлении развития молоди, 
прохождения стадий жизненного цикла. Пото-
му нет особого смысла в новом математиче-
ском описании распространять на весь непо-
ловозрелый этап жизненного цикла негатив-
ные факторы, агрегировано выраженные отри-
цательным показателем степени b в модели 
Рикера. Поведение модели зависит от матема-
тических особенностей выбранной функции 
воспроизводства. Может показаться неожи-
данным, но на реализацию бифуркаций влияет 
количество точек перегиба кривой.

Наличие ограниченных пищевых ресурсов 
в неявном виде учитывалось известными мо-
делями. Все известные дискретные модели 
воспроизводства имели дело с неявными, 
обобщенными, абстрагированными по смыслу 
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параметрами. Мы поставили задачу использо-
вать непосредственные популяционные харак-
теристики в дифференциальных уравнениях 
выживаемости. 

Общим недостатком существующих дис-
кретных моделей является игнорирование де-
компенсационного фактора смертности. Де-
компенсационные факторы – увеличивающие 
смертность при уменьшении плотности осо-
бей обычно отмечаются для животных с кол-
лективным поведением. У мигрирующих ана-
дромных видов снижается эффективность не-
реста из-за уменьшения доли реально исполь-
зованной в репродуктивном цикле отложенной 
икры при S S  от предполагаемого ее коли-
чества. Гибкий способ учета влияния таких яв-
лений это очевидная необходимость при моде-
лировании воспроизводства подвергающихся 
длительному перелову запасов рыб. 

Возможный дополнительный контур опос-
редованного влияния на выживаемость состо-
ит в изменении пищевых потребностей по 
мере развития на ранних стадиях развития. 
Несогласованность эволюционно сложивше-
гося жизненного цикла и современной гидро-
логической ситуации может привести к тому, 
что пик начала миграции молоди осетровых 
может быть сдвинут к началу сезонного умень-
шения ее кормовой базы. 

На важный вопрос о включении непосред-
ственно исходной численности икры N(0) в пра-
вую часть уравнения выживаемости молоди 
мы ответим отрицательно. 

Формализуем увеличение пищевых по-
требностей молоди. До зарегулирования русла 
молодь озимой группы скатывалась к морю 
более крупной, значит долгий затратный 
маршрут миграций был оправдан лучшей жиз-
нестойкостью потомства. Уменьшение веса мо-
лоди может сказать отрицательным фактором 
для дальнейшей выживаемости. Потому ло-
гично ввести в уравнение некоторое оптималь-
ное значение размерного развития w , текущее 
квадратичное отклонение ввести в уравнение 
убыли численности. Будем исходить из того 
факта, что скорость роста находится в обрат-
ной зависимости от численности поколения, 
но не в обратно пропорциональной. Это согла-
суется с данными наблюдений ихтиологов за 
многими рыбами, но не всегда выполняется  
в выростных прудах при искусственном выра-

щивании молоди осетровых [11], где при уве-
личении плотности может возникать два от-
четливых максимума распределения. Описы-
вать убыль численности поколения ( )N t  на 
интервале модельного времени [0, T] будут 
следующие объединённые в систему диффе-
ренциальные уравнения (a, b, с – константы):

  

( )2

3

( ) ( ) ( ) ( )

1, ( )
1 exp( )( )k

dN w t w N t S N t
dt
dw g S
dt cSN t

  = − α − + θ β   

 = θ =

− − + ζ
 (2)

где: S – величина нерестового запаса; w(t) – от-
ражает уровень размерного развития поколения, 
влияющий на увеличение пищевых потребно-
стей; g – параметр, учитывающий ограничен-
ность количества доступных для молоди кор-
мовых объектов. Убывающая функция ( ) 1SΘ →  
отражает действие эффекта Олли. Как мы от-
мечали выше, при существенном снижении 
величины запаса S резко сокращается эффек-
тивность воспроизводства, что было установ-
лено для популяций волжской севрюги и рус-
ского осетра. z – параметр, учитывающий огра-
ничение темпов развития не зависящее от чис-
ленности; коэффициент давления скученности 
варьируется в пределах 2 < k < 3; l – средняя 
плодовитость особей; a – коэффициент ком-
пенсационной смертности; b – коэффициент 
декомпенсационной смертности;  [ ]0,t T∈  ин-
тервал уязвимости; c – параметр, характеризу-
ющий степень действия эффекта Олли, не про-
является если численность взрослой популя-
ции соответствует S , однако существенный для 
осетровых. Начальные условия (2) w(0) = w0, 
N(0) = lS, где запас выражается вычислением 

( ).S N T=  
Модель (2) исследовалась с применением 

разработанной в Санкт–Петербурге инстру-
ментальной среды моделирования AnyLogic-5, 
предоставляющей выбор численных методов с 
изменяющимся шагом интегрирования для ра-
боты с системами ОДУ первого порядка запи-
санными в форме Коши. График получен в ин-
струментальной среде из последовательности 
численного решений задачи Коши (2) для вы-
числения численности выживших особей по-
коления к моменту времени  T. Зависимостью 
новой модели является кривая со сглаженным 
кусочно-гладким куполом и уменьшающимся 
наклоном ниспадающей правой ветви. 
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Кривая имеет ненулевую горизонтальную 
асимптоту (рис. 5), две нетривиальные точки 
пересечения с биссектрисой координатного 
угла R = S (на рис. 5 указаны стрелками). Точка 
первого пересечения находится значительно 
дальше от главного максимума, чем вторая ста-
ционарная точка и наклон касательной в обеих 
точках больше чем p/4. 

Заключение
Фазовое пространство в случае гибридной 

динамической системы на основе системы (2) 
разделяется на две области притяжения: W1  
и W2. Границей между ними является неустой-
чивая особая точка первого пересечения кри-
вой с биссектрисой координатного угла. Ана-
лиз устойчивости неподвижных точек динами-
ческой системы, реализованной в инструмен-
тальной среде моделирования, можно прово-
дить с использованием свойства второй итера-
ции y2(S). Необходимым и достаточным усло-
вием устойчивости неподвижной точки x* од-
номерного отображения является неравенство 
второй итерации y2(x) > x при x < x* и y2(x) < x 
при x > x*. Аттрактором области притяжения 
W2 у итераций полученной модельной зависи-
мости является цикл из двух циклических то-
чек. Казалось бы повторяется сценарий би-
фуркационных изменений модели Рикера. Од-
нако, полученная зависимость характеризует-
ся непостоянством знака у дифференциально-
го инварианта Шварца. Для сохранения всюду 
отрицательного знака шварциана необходимо 
не более одной точки перегиба. Согласно кри-
териям Сингера отрицательный знак величи-
ны шварциана служит критерием реализации 
бесконечного удвоения циклов [12].

Поведение траектории динамической си-
стемы, с использованием в качестве оператора 

эволюции (2), качественно отличается от си-
стемы на основе (1) возможностью притяже-
ния к двум аттракторам и, соответственно, на-
личием двух областей притяжения, границей 
между которыми служит репеллер – неустой-
чивая особая точка первого пересечения кри-
вой с биссектрисой координатного угла. Тра-
ектории с начальными условиями, разделен-
ными репеллером, покидают его окрестность 
и приближаются к разным аттракторам. Один 
из аттракторов точка (0,0) на плоскости Rn×Rn+1. 
Если численность популяции соответствует об-
ласти притяжения этого аттрактора, произой-
дет вымирание популяции. Данное свойство 
отражает наличие минимально допустимой для 
продолжительного существования биологиче-
ского вида численности.

Подобная рис. 5 кривая на самом деле очень 
благоприятна для промысла при рациональ-
ном отношении к запасам. При организации 
интенсивного промысла популяция с кривой 
воспроизводства предложенной нами модели 
может значительно время поддерживать устой-
чивые высокие уловы. Первый перелов каспий-
ских осетровых произошел к началу XX века, 
что отражено не сухой статистикой, а красоч-
ными описаниями рыбного изобилия на Ниж-
ней Волге 1860 г. в записках Александра Дюма. 

Если уровень изъятия закритический, то 
после максимального вылова уловы начинают 
медленно и неуклонно сокращаться, что не 
внушает опасений экспертам за судьбу про-
мысла. Как показывает практика, специалисты 
ихтиологи могут обосновать временное ухуд-
шение воспроизводства ухудшением благо-
приятности общей гидрологической обстанов-
ки, загрязнением и иными не связными с чрез-
мерным промыслом причинами. После кажу-
щегося уравновешивания произойдет резкое  

Рис. 5. Модельная кривая воспроизводства



СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ПРИКЛАДНАЯ ИНФОРМАТИКА 1, 2016

20 Системный анализ 

и неожиданное для специалистов сокращение 
уловов. Темпы восполнения запаса потеряют 
эффективность, и популяция резко потеряет 
промысловое значение. В вычислительном экс-
перименте рис. 6 (временная диаграмма и Ла-
мерея) доля изъятия всего на сотую превысила 
закритическое значение.

По такому сценарию огромный многолет-
ний Каспийский промысел рухнул в конце 
1980-х, когда рекордные уловы были в 1977–
78 гг. Популяции реки Кура деградировали еще 
раньше. Модель показывает, что даже 0,8 про-
мыслового изъятия популяция способна вы-
держивать, но при изъятии 0,81 произойдет 
стремительная и необратимая деградация.

Разработанная модель формирования поко-
ления видоспецифична для волжского осетра с 
двумя репродуктивными расами. В настоящее 
время только разрабатываются иммунохими-
ческие методы идентификации субпопуляци-
онных группировок осетровых [13]. Система 
уравнений (2) не предлагается на роль обоб-
щающей модели в теории формирования по-
полнения промысловых рыб. Динамику нере-
ста горбуши на рис. 1 невозможно описать ис-
пользовавшимися ранее двумя топологически-
ми типами аттракторов итерационных систем 
[14]. Третий топологический тип помимо кан-

торовского множества и предельного цикла не 
применялся в популяционных моделях.

Данные о воспроизводстве волжской сев-
рюги показывают иной вид зависимости. При-
сутствуют две разделенные экстремумом резко 
восходящие ветви без ниспадающей левой. 
Подобный характер может быть результатом 
объединения данных по двум репродуктивно 
изолированным группам со сравнимой числен-
ностью. Проводимые нашими коллегами им-
мунохимические сравнения позволяю предпо-
лагать накопление существенных физиологи-
ческих отличий у севрюги Южного Каспия [15].

Для описания зависимости f(S) каждого 
вида осетровых рыб в одном ареале обитания 
требуется собственная видоспецифичная мо-
дель. Наша практика показывает, что развитие 
инвазионного процесса одного вида в разном 
биотическом окружении протекает различны-
ми путями. При всем разнообразии вариантов 
особенностей репродуктивного цикла форма-
лизацию различных регулирующих факторов 
можно проводить достаточно универсальным 
методом организации непрерывно-событий-
ных моделей [16].
Работа выполнена при поддержке РФФИ. 
Проект № 16-37-00028 для молодых ученых. 
Руководитель к. т. н. Соловьева Т. Н.

Рис. 6. Сценарий стремительной деградации при незначительном перелове
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UNSTABLE CRITICAL EQUILIBRIUM IN THE DYNAMICS  
OF COMPLEX STRUCTURED POPULATION OF STURGEON

St. Petersburg Institute for Informatics and Automation of RAS (SPIIRAS)

The article deals with the consequences of the existence of special conditions that determine the character of the rapid 
further development of population processes. The most probable connection of these critical conditions deals with the optimal 
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number of subpopulation groups. These groups are formed by the evolutionary adaptation of the form of restricted access to 
resources  for  reproduction. We  have  proposed  a model  of  population  processes, which  formalizes  the  influence  of  uneven 
growth rate for two different groups of reproductive sturgeon mortality of migratory fish in the juvenile period of Acipenser 
gueldenstaedtii development. In the computing environment was investigated the hybrid system, which simulates the effects of 
the existence of the situation for the population of migrating juvenile disproportionate reduction in the river. Such cases are 
established by us according to the rapid decline in sturgeon spawning the Volga. For the exploited population threshold effect 
after  the  unstable  equilibrium  with  the  minimum  necessary  for  the  well  being  of  the  form  number  is  the  count  in  the 
implementation of  the «collapse». The phenomenon of collapse detached among all scenarios  the most valuable  long-term 
degradation of  the reproductive group. In addition to  the apparent sharp reduction in reproductive performance,  threshold 
effect is reflected in the adverse events previously dominated evolutionary trend for the survival of certain forms of the life 
cycle of fish in terms of reorganization of the fishery. Informative, that the Volga stellate sturgeon Acipencer stellatus observed 
some form of non-linearity in the efficiency of spawning and require a different kind of fish-specific mathematical model.

Keywords: population models, reproductive cycle, critical states, collapse of the Caspian sea sturgeon stocks.
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И. А. ОСАУЛЕНКО

ИНФОРМАЦИОННО-АНАЛИТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
ФОРМИРОВАНИЯ ПОРТФЕЛЯ РЕГИОНАЛЬНЫХ ПРОЕКТОВ

Черкасский национальный университет имени Богдана Хмельницкого

Статья посвящена проблеме формирования портфеля региональных проектов в контексте взаимодей-
ствия основных движущих сил регионального развития. Рассматриваются особенности процессов инноваци-
онного развития на региональном уровне и их влияние на формирование портфеля проектов. Анализируются 
существующие подходы к моделированию портфеля и формальные критерии выбора проектов. Параллельно 
описывается организация взаимодействия ключевых субъектов регионального развития. Целью статьи явля-
ется исследование информационных аспектов выбора проектов в процессе взаимодействия основных движу-
щих сил регионального развития и обоснование аналитической модели наполнения регионального портфеля  
с учетом склонности заинтересованных сторон к достижению консенсуса. Для конкретизации функций дви-
жущих сил регионального развития используется концепция «тройной спирали». Утверждается, что в каче-
стве инициатора регионального проекта может выступать любой из компонентов инновационной триады 
«наука–бизнес–государство», однако ему необходима поддержка двух оставшихся составляющих. Для иссле-
дования взаимоотношений субъектов в процессе осуществления совместной деятельности предлагается ис-
пользовать теорию несилового взаимодействия. Одним из ее ключевых понятий является информационное 
расстояние, характеризующее склонность сторон к достижению консенсуса на основе статистических дан-
ных. Для уточнения взаимных позиций сторон по каждому из направлений развития предлагается использо-
вать проекции информационных расстояний на оси соответствующих направлений. Другим важным параме-
тром модели, влияющим на поддержку проекта, является информированность о нем заинтересованных сто-
рон. Для определения информированности предлагается использовать формализованное описание проекта  
в виде фиксированного набора параметров, для каждого из них экспертным устанавливаются весовые коэф-
фициенты. Параллельно определяется точность задания каждого из параметров для представленного на рас-
смотрение проекта. На основе установленных значений информационных расстояний и информированности 
определяется значимость каждого проекта. После ранжирования проектов по значимости происходит ком-
плектование портфеля по каждому из направлений с учетом ограничений по количеству проектов и доступ-
ным ресурсам. 

Ключевые слова: портфель проектов, региональное развитие, тройная спираль, несиловое взаимодействие, ин-
формированность

Введение
Планирование процессов инновационного 

развития на региональном уровне управления 
характеризуется рядом особенностей. Одной 
из них является наличие факторов влияния как 
сверху, так снизу. Воздействие сверху обуслов-
лено необходимостью учета общегосударствен-
ных интересов и может касаться, в частности, 
построения стратегических транспортных  
и энергетических коммуникаций, решения мас-
штабных экологических проблем, проведения 
международных спортивных форумов. Еще 
одной причиной инициирования региональ-
ных проектов сверху может стать потребность 
в устранении или уменьшении диспропорций 

в социально-экономическом развитии различ-
ных территорий. Подобная проблема в той или 
иной мере характерна как для постсоветских 
государств, так и большинства стран Европы. 
В свою очередь, локализованные на соответ-
ствующей территории предприятия также мо-
гут претендовать на поддержку своих иннова-
ционных идей со стороны регионального со-
общества и включение предложенных ними 
проектов в программы регионального разви-
тия, что дает возможность воспользоваться ря-
дом предусмотренных для таких случаев ме-
ханизмов, среди которых бюджетное финанси-
рования или предоставление налоговых льгот. 
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Вторая отличительная черта планирова-
ния регионального развития состоит в необ-
ходимости выявления и наиболее полного 
учета насущных проблем и потребностей 
местных жителей. Для решения указанных за-
дач среди прочих мероприятий необходимо 
предусмотреть налаживание эффективной си-
стемы коммуникаций со всеми заинтересован-
ными сторонами, что позволит не только на-
метить приоритетные направления развития, 
но и выявить имеющиеся на этом пути пре-
пятствия, а также заранее определить круг по-
тенциальных участников соответствующих про-
ектов.

Указанные обстоятельства подчеркивают 
достаточную сложность и комплексный харак-
тер проблемы планирования портфеля регио-
нальных проектов. При этом большинство су-
ществующих исследований ограничиваются 
рассмотрением ее отдельных аспектов. В част-
ности, одним из базовых направлений являет-
ся построение математических моделей выбо-
ра оптимального портфеля на уровне компании. 
В качестве наиболее перспективного решения 
предлагается создание многокритериальной не-
четкой модели, которая среди прочих параме-
тров должна учитывать соответствие портфе-
ля проектов стратегическим целям организа-
ции [1]. Дополнительные требования связывают 
с обеспечением сбалансированности портфеля 
по вхождению краткосрочных и долговремен-
ных проектов, наличию исследовательских 
проектов и новых прикладных разработок, со-
отношению проектных рисков и ожидаемого 
эффекта от реализации проектов. Кроме того, 
берется во внимание взаимосвязь портфеля 
проектов с портфелями активов и ресурсов [2]. 
Отдельные публикации посвящены использо-
ванию систем поддержки принятия решений 
для анализа и селекции проектов. Одна из та-
ких систем предусматривает проведение ана-
литиками предварительного отбора и анализа 
проектов с последующим переходом в он-лайн 
режим, где реализованы функции выбора оп-
тимального портфеля и его регулирования. 
Для визуализации портфеля используется ма-
трица «время завершения – уровень риска» [3]. 
Одним основных из критериев включения 
проекта в региональный портфель или про-
грамму регионального развития предлагается 
считать его ценность, определяемую как отно-

шение установленной экспертным путем по-
лезности проекта к требуемым затратам на ре-
ализацию. Дополнительно рассматривается 
структура управления программой региональ-
ного развития, сформированная по корпора-
тивному типу с учетом принципов государ-
ственно-частного партнерства [4]. В этой свя-
зи представляют интерес не только формаль-
ные критерии выбора региональных проектов, 
но и организация взаимодействия ключевых 
субъектов регионального развития в процессе 
формирования соответствующего портфеля, 
особенно в части информационного обмена  
и согласования позиций.

Исходя из вышеизложенного, определим 
целью данной статьи исследование информа-
ционных аспектов выбора проектов в процес-
се взаимодействия основных движущих сил 
регионального развития и обоснование анали-
тической модели наполнения регионального 
портфеля с учетом склонности заинтересован-
ных сторон к достижению консенсуса.

Основная часть исследования
Детальное рассмотрение вопросов форми-

рования портфеля региональных проектов 
начнем с конкретизации основных субъектов, 
принимающих участие в данном процессе, для 
чего представляется целесообразным восполь-
зоваться популярной в настоящее время кон-
цепцией «тройной спирали», которая предус-
матривает активное сотрудничество науки, биз-
неса и государства как неотъемлемое условие 
инновационного развития [5]. Каждый эле-
мент указанной триады выполняет свои спец-
ифические функции, в частности, вузы и науч-
ные учреждения ответственны за генерирова-
ние перспективных идей и подготовку кадров, 
бизнес осуществляет коммерциализацию пред-
ложенных наработок с целью получения при-
были, задачей государственных органов явля-
ется установление приоритетных направлений 
развития и создание благоприятных условий 
для проведения исследований и функциониро-
вания инновационных предприятий. Также су-
ществуют определенные задачи, для решения 
которых необходимы совместные усилия. При 
этом наиболее отчетливо результаты взаимо-
действия проявляются именно на региональ-
ном уровне благодаря лучшему пониманию 
имеющихся проблем и существующего потен-
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циала, возможности оперативного согласова-
ния решений и координации ресурсов. 

Основываясь на положениях концепции 
«тройной спирали», будем считать, что иници-
атором того или иного регионального проекта 
может является один из ее элементов. В то же 
время, для реализации такого проекта в боль-
шинстве случаев необходимо обеспечить под-
держку со стороны двух оставшихся составля-
ющих. В свою очередь, такая поддержка будет 
зависеть от информации о проекте, которую 
они получат, а также в значительной мере от 
их отношения к источнику этой информации. 

Для исследования взаимоотношений раз-
личных субъектов в процессе осуществления 
совместной деятельности во многих случаях 
целесообразно использовать теорию несило-
вого взаимодействия [6]. Одним из основных 
понятий указанной теории является информа-
ционное расстояние, которое определяется  
частотой достижения согласия между двумя 
заинтересованными сторонами в общей стати-
стике ситуаций, требовавших принятия реше-
ния. Очевидно, данный параметр теорети чес-
ки может изменяться от нуля (безоговорочное 
согласие, в понятиях теории несилового взаи-
модействия два объекта сливаются воедино) 
до единицы (полный антагонизм, фактическая 
невозможность любой совместной деятельно-
сти). В случае отсутствия дополнительной ин-
формации вероятность достижения консенсу-
са в текущей ситуации обратно пропорцио-
нальна информационному расстоянию. Если 
же информационное описание предмета при-
нятия решения содержит существенные дета-
ли, которые могут изменить внутреннее состо-
яние участника процесса (в терминах теории 
несилового взаимодействия – интроформа-
цию), то и его позиция относительно предло-
женного другим участником варианта реше-
ния может измениться в ту или иную сторону. 
Предполагается, что имеются достаточные ос-
нования для применения подобного подхода  
в задаче выбора региональных проектов [7].

При этом следует учитывать, что стратегия 
регионального развития, как правило, включа-
ет в себя различные направления, каждое из 
которых должно быть наполнено необходимы-
ми мероприятиями. Соответственно, входя-
щие в региональный портфель проекты могут 
относиться к промышленности, транспорту, 

энергетике, сельскому хозяйству, информаци-
онным технологиям, образованию, медицине, 
культуре, экологии и другим сферам. Будем 
считать, что в качестве инициатора того или 
иного проекта выступает один из компонентов 
инновационной триады, а два других могут 
его поддерживать или не поддерживать в дан-
ном конкретном случае, причем уровень под-
держки предположительно зависит от инфор-
мационного расстояния между ними. Однако, 
в связи с наличием многих различных направ-
лений деятельности, вполне вероятно, что 
специфика предметной области проекта неко-
торым образом будет влиять на склонность 
сторон к достижению согласия. Исходя из этих 
соображений, представим, что информацион-
ное расстояние в треугольнике основных дви-
жущих сил регионального развития будет опре-
деляться в многомерном пространстве, при-
чем измерения соответствуют отдельным на-
правлениям развития.

Далее перейдем к определению параме-
тров модели. Будем считать, что стратегия ре-
гионального развития включает n направле-
ний. По каждому из них первоначально пред-
лагается к реализации mi проектов, i = 1, …, n, 
среди которых mis инициированы представите-
лями науки, mib – коммерческими структура-
ми, mig – местными органами власти. Для реа-
лизации некоторого проекта Pij, j = 1, …, mi, 
требуются ресурсы в объеме rij. При этом сум-
марный объем выделяемых на проекты данно-
го направления ресурсов равняется ri, а окон-
чательное число принятых к реализации про-
ектов mri может изменяться в установленных 
пределах от минимального mr mini до макси-
мального mr maxi значения. Нижняя граница опре-
деляется необходимостью обеспечить сбалан-
сированность регионального портфеля путем 
включения в его состав достаточного количе-
ства проектов по каждому из направлений раз-
вития, верхняя – нецелесообразностью распы-
ления средств на мелкие проекты, которые не 
могут принести значительного эффекта. Та-
ким образом, если Σrij > ri или mi > mr maxi, тре-
буется применение некоторой процедуры се-
лекции проектов.

Поиск решения поставленной задачи бу-
дем осуществлять с учетом изложенных выше 
положений теории несилового взаимодействия. 
Обозначим информационные расстояния меж-
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ду наукой и бизнесом, наукой и государствен-
ными структурами, бизнесом и государствен-
ными структурами соответственно dsb, dsg, dbg. 
Для определения позиций указанных сторон 
относительно заданного направления региональ-
ного развития будем рассматривать проекции 
информационных расстояний на ось i-й пред-
метной области, которые обозначим через dsbi, 
dsgi, dbgi. Рассмотрим ситуацию, при которой 
инициатором некоторого проекта Pij является 
научная составляющая триады основных дви-
жущих сил регионального развития. Если зна-
чения dsbi и dsgi невелики, данный проект изна-
чально будет иметь хорошие шансы на вклю-
чение в состав регионального портфеля. Однако, 
когда информационное расстояние по i-й оси 
между коммерческой и государственной состав-
ляющими сведено к минимуму при одновре-
менном отдалении представителей науки, такой 
проект может не получить необходимой под-
держки. В этом случае особенно важное значе-
ние приобретает информационное воздействие 
на все заинтересованные стороны, которое бу-
дет сопровождать собственно подачу проекта. 
Иными словами, инициатору проекта следует 
обеспечить максимальную информированность 
других потенциальных участников, чтобы каж-
дый из них мог принять обоснованное реше-
ние о поддержке или отклонении представлен-
ной идеи. При этом описание проекта должно 
быть достаточно подробным и содержать не 
только цели, сроки выполнения, необходимые 
ресурсы и ожидаемый эффект, но и деталь-
ный анализ окружения с указанием степени 
влияния продукта проекта на социально-эко-
номическое развитие территории в целом.

Таким образом, шансы проекта на включе-
ние в состав регионального портфеля умень-
шаются с увеличением информационного рас-
стояния между инициатором и другими сторо-
нами процесса принятия решений и возраста-
ют с увеличением их информированности. 
Сложность состоит в формальном определе-
нии количественной оценки уровня информи-
рованности. В качестве возможного решения 
предлагается следующий подход. Предположим, 
что любой региональный проект быть описан 
при помощи l параметров, причем к параме-
трам в данном случае будем относить как рас-
четные значения, измеряемые в конкретных 
единицах, такие как стоимость, длительность, 

объем необходимых ресурсов, так и преимуще-
ственно качественные характеристики, в част-
ности, цели проекта, окружение, возможные 
исполнители. При этом точность определения 
k-го параметра проекта Pij является величиной 
интегральной, при необходимости вбирающей 
в себя оценку как числовой, так и текстовой 
информации. В то же время, различные пара-
метры проектов могут иметь неодинаковое 
влияние на формирование целостного пред-
ставления о них. В таком случае представляет-
ся целесообразным введение соответствую-
щих весовых коэффициентов, определяемых 
экспертным путем. С учетом вышеизложенно-
го, информированность заинтересованных сто-
рон о проекте Pij может быть рассчитана сле-
дующим образом:

1
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k ijk
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ij

a q
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где ak – весовой коэффициент k-го параметра, 
определяется для всех проектов, претендую-
щих на включение в состав регионального 
портфеля, Σak = 1; qijk – точность определения 
k-го параметра проекта Pij, qijk ∈ [0; 1].

На основании имеющихся данных об ин-
формационных расстояниях в треугольнике 
основных движущих сил регионального раз-
вития и установленного уровня информиро-
ванности о предложенных ими проектах опре-
деляется значимость проекта: 

Zij = b1Di + b2Sij,
где Zij – значимость проекта Pij; b1, b2 – коэф-
фициенты, зависящие от условий взаимодей-
ствия; Di – сумма информационных расстоя-
ний по соответствующей оси между инициа-
тором проекта и двумя другими участниками 
процесса принятия решения; 
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где проект предлагается соответственно науч-
ной, коммерческой или государственной со-
ставляющей.

Далее предложенные по каждому из на-
правлений проекты ранжируются по значимо-
сти, после чего они включаются в региональ-
ный портфель в порядке уменьшения получен-
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ных оценок. Наполнение i-й составляющей 
портфеля продолжается до тех пор, пока не пре-
вышено допустимое количество проектов или 
выделенных на данное направление ресурсов.

В некоторых случаях появляется возмож-
ность расширить региональный портфель за счет 
привлечения внешних ресурсов, в связи с чем 
появляются дополнительные требования к ин-
формированности соответствующих уполномо-
ченных органов. В частности, это может быть 
обоснование важности проекта не только для 
данного региона, но и для соседних территорий 
с целью получения поддержки из цент рального 
бюджета или подготовка детального англоязыч-
ного описания проекта в расчете на получение 
международной технической помощи.

Заключение
В данной работе исследованы наиболее су-

щественные факторы, влияющие на выбор про-

ектов в процессе взаимодействия основных 
движущих сил регионального развития, и пред-
ложена информационно-аналитическая модель 
формирования регионального портфеля. Но-
визна данной модели состоит в использовании 
критерия информационного расстояния по ба-
зовым направлениям развития между ключе-
выми субъектами принятия решений и приме-
нении формализованной процедуры определе-
ния информированности заинтересованных 
сторон о представленном на рассмотрение про-
екте. Преимуществом предложенного подхода 
является возможность учета в процессе при-
нятия решения как количественных, так и ка-
чественных характеристик проектов, а также 
определения путей улучшения взаимодействия 
движущих сил регионального развития в ча-
сти обоснования предлагаемых проектов, что 
в дальнейшем повышает шансы на успешную 
реализацию портфеля. 
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Osaulenko I. A.

INFORMATIONAL-ANALYTIC MODEL OF REGIONAL PROJECT  
PORTFOLIO FORMING

Bohdan Khmelnitsky National University at Cherkassy

The article is devoted to the problem of regional project portfolio management in context of interaction of the regional 
development’s motive forces interaction. The features of innovation development on the regional level and their influence on 
the portfolio forming process considered. An existing approaches for portfolio modelling and formal criterion of the projects 
selection analyzed. At the same time the organization of key subjects of regional development interaction described. The aim of 
the article is investigation of informational aspects of project selection in process of the main development’s motive forces in-
teraction and analytic model of portfolio filling validation. At that an inclination of stakeholders to reach a consensus taking 
into account. The Triple Helix conception using for concrete definition of the functions of the regional development’s motive 
forces. Asserted, that any component of innovation triad «science–business–government» can be an initiator of regional proj-
ect, but it need to support two another components. Non-power interaction theory using for investigation of subjects interrela-
tions in process of joint activity proposed. One of the key concept of the theory is information distance. It characterizes incli-
nation of the parties to reach a consensus based on statistics. Projections of information distance onto directions of develop-
ment axes using for more accurate definition of mutual positions in the all lines of development proposed. Another important 
parameter of the model which has an influence on the project support is awareness of stakeholders about it. Formalized de-
scription of project in the form of fast set of parameters proposes to use for determination of the awareness. The weighting 
coefficients for each parameter by expert way. Simultaneously the precision of the each parameter setting for all presented 
projects determines. On the base of appointed values of information distances and awareness amount of each project defines. 
After the projects ranking filling of the portfolio in the all lines taking into account limits of projects number and available re-
sources occurs.

Keywords: project portfolio, regional development, triple helix, non-power interaction, awareness.
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В. А. МАЛКИН

РЕШЕНИЕ ДВУХТОЧЕЧНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ  
МЕТОДОМ НЕГРАДИЕНТНОГО СЛУЧАЙНОГО ПОИСКА

Военная академия Республики Беларусь

В статье рассматривается способ численного решения двухточечной краевой задачи при определении оп-
тимального управления динамической системой с помощью принципа максимума Понтрягина. Определение 
начальных условий сопряженной системы уравнений осуществляется методом неградиентного случайного 
поиска. 

Метод неградиентного случайного поиска основан на применении стохастических процедур к решению 
целого ряда задач, в том числе и детерминированных. При решении задачи определения оптимального управле-
ния динамической системой с использованием принципа максимума Понтрягина требуется найти такие на-
чальные условия сопряженной системы уравнений, при которых значения переменных этой системы удовлет-
воряют известным конечным условиям Y ( tk ).

Решение задачи заключается в случайном выборе вектора начальных условий из некоторой области значе-
ний, численном интегрировании основной и сопряженной систем и последующей статистической обработке 
полученных результатов. Статистическая обработка осуществляется с целью получения математического 
ожидания и СКО тех значений начальных условий, при которых конечные значения попадают в некоторую об-
ласть Θ0 относительно точки Y ( tk ). Для обеспечения репрезентативности выборки, по которой производит-
ся оценка математического ожидания и СКО, предлагается адаптивная рекуррентная процедура поиска с по-
этапным уменьшением размера области Θ0. Выборочные оценки параметров распределения являются основой 
для определения начальных условий сопряженной системы уравнений на следующем этапе поиска.

Приводится пример решения задачи для объекта управления первого порядка. Полученные результаты 
подтверждают возможность применения предлагаемого подхода к решению задачи синтеза оптимального 
управления динамической сис темой с использованием принципа максимума Понтрягина.

Ключевые слова: динамическая система, оптимальное управление, принцип максимума Понтрягина, метод не-
градиентного случайного поиска.

Введение
Двухточечная краевая задача возникает при 

определении оптимального управления дина-
мической системой с использованием принци-
па максимума Понтрягина [1]. Принцип мак-
симума сформулирован как необходимый при-
знак оптимальности для нелинейных систем  
и необходимый и достаточный признак для ли-
нейных систем управления.

Решение задачи оптимизации заключается 
в определении такого вектора управления ди-
намической системой U, который удовлетво-
ряет заданным ограничениям U ∈ U0 и обеспе-
чивает экстремум функционалу качества

 
0

( , , )
kt

t
L X U t dtΨ = ∫ , 

где X – n-мерный вектор состояния системы,  
U – m-мерный вектор управления, [t0, tk] – ин-
тервал функционирования системы.

Общая процедура поиска оптимального уп-
равления в соответствии с принципом макси-
мума заключается в расширении пространства 
состояния путем добавления n+1-й координа-
ты 1nx + = Ψ  и отыскании такого управления, 
которое обеспечивает максимум функции Га-
мильтона 0( , , , , )kH X Y U t t : 

 0
0arg max ( , , , , )k

U U
U H X Y U t t

∈
= ,  (1)

где Y – n+1-мерный вектор состояния сопря-
женной системы. 

Вектор состояния динамической системы 
удовлетворяет дифференциальным уравнениям:

( , , )i ix f X U t= , 0 0( ) , 1,2, ..., 1i ix t x i n= = + . (2)

Уравнения сопряженной системы имеют вид:
1

1
( , , , ) ,

n j
i i j

j i

f
y X Y U t y

x

+

=

∂
= ϕ = −

∂
∑ 1, 2, ..., 1i n= + .

 (3)
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При этом для системы сопряженных урав-
нений (3) известны конечные условия интегри-
рования 1( ) 0 ( 1, 2, ..., ), ( ) 1i k n ky t i n y t+= = = − 1( ) 0 ( 1, 2, ..., ), ( ) 1i k n ky t i n y t+= = = − .

Функция Гамильтона определяется соотно-
шением 

1

1
, )0( , , ,

n
k i i

i
H X Y U t t y f

+

=
= ∑ .

Таким образом, поиск оптимального управ-
ления сводится к решению двух задач: отыска-
нию максимума функции (1) по вектору U  
и решению двух систем дифференциальных 
уравнений (2) и (3) с частично заданными на-
чальными и конечными условиями. Поскольку 
в большинстве случаев вторая задача не имеет 
точного аналитического решения, для ее реше-
ния используются численные методы интегри-
рования. При этом появляется неопределен-
ность в выборе начальных условий для сопря-
женной системы уравнений yi(t0), i = 1, 2, ...,  
n + 1. Обычно начальные условия задаются 
произвольно и затем с помощью итерацион-
ной процедуры осуществляется поиск таких 
значений yi(t0), при которых переменные  yi(tk ) 
будут удовлетворять заданным конечным зна-
чениям. Какие-либо общие подходы к постро-
ению детерминированных итерационных про-
цедур поиска вектора начальных условий  Y (t0) 
отсутствуют. Все зависит от конкретных осо-
бенностей задачи и опыта исследователя.

В статье предлагается способ отыскания 
начальных значений сопряженной системы 
при решении задач оптимизации с использова-
нием принципа максимума Понтрягина, осно-
ванный на применении метода неградиентного 
случайного поиска (НСП) [3, 4].

Постановка и решение задачи

Пусть задана динамическая система, опи-
санная в пространстве состояний дифферен-
циальными уравнениями (2). Заданы началь-
ный t0  и конечный tk моменты функциониро-
вания системы. Для решения задачи оптимиза-
ции осуществляется численное интегрирова-
ние уравнений (2) и (3) на интервале [t0, tk ] 
при заданных начальных условиях системы 
уравнений (2). Вектор оптимального управле-
ния ( , )îïòU X Y  находится на каждом шаге ин-
тегрирования в соответствии с формулой (1). 
Для сопряженной системы уравнений (3) из-
вестны значения координат вектора состояния 

в конечный момент времени Y ( tk ). Требуется 
найти такие начальные значения координат 
вектора Y (t0), при которых с учетом определе-
ния ( , )îïòU X Y  из соотношения (1) фазовые 
траектории основной и сопряженной систем 
будут удовлетворять уравнениям (2) и (3),  
а значения фазовых координат сопряженной 
системы в конечный момент времени будут 
равны yik (i = 1, 2, ..., n + 1).

Рассматривается решение данной задачи 
методом неградиентного случайного поиска. 
Метод НСП заключается в случайном выборе 
начальной точки Y (t0) из некоторой области  G0 (рис. 1), получении решения систем урав-
нений (2) и (3) и последующей статистической 
обработке результатов.

В результате проведения N циклов инте-
грирования систем уравнений (2) и (3) запоми-
наются те значения вектора Y (t0), при которых 
обеспечивается попадание вектора Y (tk ) в за-
данную область G0k , содержащую требуемое 
конечное значение  Yk (событие Θ). В результа-
те статистической обработки координат y0i, 
удовлетворяющих событию Θ, определяются 
оценки их математического ожидания imΘ   
и среднеквадратического отклонения i

Θσ . Для 
следующего цикла интегрирования начальные 
значения координат сопряженной системы опре-
деляются по формуле

0 ( 1) ( ) ( ) ,ãi i iy k m k k eΘ Θ+ = + σ  i = 1, 2, ..., n + 1, 
(4)

где eг – центрированная равномерно распреде-
ленная случайная величина с единичной дис-
персией. 

В качестве границы области G0 выбирается 
сфера с центром в точке Yk  и заданным радиу-
сом R. На первом этапе решения задачи суще-

Рис. 1. Выбор начальных условий в методе НСП
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ствует большая неопределенность в выборе 
области начальных условий сопряженной си-
стемы, что может привести к малой вероятно-
сти выполнения события Θ. Поэтому на на-
чальных этапах решения задачи величина R 
должна выбираться достаточно большой, что-
бы обеспечить репрезентативность выборки 
начальных значений, для которых выполняет-
ся событие Θ. С другой стороны, величина R 
характеризует точность решения задачи и долж-
на удовлетворять требованию R < Rтреб, где 
Rтреб – требуемая точность решения задачи.

Из этого следует, что процесс поиска реше-
ния должен быть поэтапным с адаптацией на 
каждом этапе значения величины R. Адапта-
ция величины R может осуществляться по 
оценке СКО разброса модуля значений векто-
ра k kY YΘ −  на предыдущем этапе решения за-
дачи:

 ˆ ( 1)( ) RR j j= ασ − ,  (5)

где ˆ ( 1)R jσ −  - оценка СКО вектора k kY YΘ −  
на предыдущем этапе, 0 < a < 1 - коэффици-
ент, определяемый экспериментально в про-
цессе решения задачи.

Окончание решения задачи выполняется 
по условию R < Rтреб. Структурная схема ре-
шения задачи определения начальных условий 
сопряженной системы методом НСП пред-
ставлена на рис. 2.

Пример
Требуется найти оптимальное управление  

u0(t) для объекта, описываемого уравнением 
первого порядка 0( ) 5 ( ) ( ), (0)x t x t u t x x= − + = , 
которое минимизирует функционал

 

2 2

0
0,5 ( ( ) ( ))

kT
x t u t dtΨ = +∫ .  (6)

Для поиска оптимального управления ис-
пользуем принцип максимума Понтрягина. 
Сделаем замену переменных x(t) = x1(t) и уве-
личим размерность пространства состояний, 
включив в него координату x2(t), удовлетворя-
ющую уравнению

2 2
2 1 2( ) 0,5 ( ) 0,5 ( ), (0) 0x t x t u t x= + = . 

Тогда уравнения для составляющих векто-
ра состояния основной системы будут иметь 
вид (аргумент t опущен):

 

1 1 1 1 0
2 2

2 2 1 2

5 , (0) ,

0,5 0,5 , (0) 0,

x f x u x x

x f x u x

= = − + =


= = + =





  (7)

Сопряженная система уравнений в соот-
ветствии с соотношением (3) будет иметь вид:

 

1 2 1 1 1

2 2

5 , ( ) 0,
0, ( ) 1,

k

k

y y x y y T
y y T
= − + =

 = = −





  (8)

Из второго уравнения системы (8) следует, 
что y2(t) = const = –1. Тогда гамильтониан H бу-
дет равен

Рис. 2. Структурная схема определения начальных условий сопряженной системы
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2

2 2
1 1 1 1

1
5 0,5 0,5i i

i
H y f x y y u x u

=
= = − + − −∑ .

Максимум величины H в открытой обла-
сти управления определяется из соотношения 

1 0.H y u
u

∂
= − =

∂
 Следовательно, оптимальное 

управление будет равно u0 = y1.
Искомое решение получается путем инте-

грирования системы уравнений:

Рис. 3. Процесс приближения 1( ) 0ky T →  при решении задачи методом НСП

Рис. 4. Процесс приближения 1 10(0)y y→  при решении задачи методом НСП

Рис. 5. Зависимость критерия оптимальности от начального условия сопряженной системы
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(9)

Задаваясь значением величины y1(0) = –5  
и применяя рекуррентный алгоритм (4), полу-
чаем искомое значение . Числен-
ное интегрирование системы уравнений (9) 
осуществлялось в среде MATLAB.

Обсуждение результатов
На графиках рис. 3 и рис. 4 показаны ите-

рационные процессы приближения  

и y1(0) → y10 в процессе поиска решения мето-
дом НСП. 

График зависимости критерия оптималь-
ности (6) от начального условия y10 представ-
лен на рис.5. Из представленного графика вид-
но, что полученное методом НСП решение 
обеспечивает минимум критерия оптимально-
сти. Для обеспечения приближения конечного 
значения y1(Tk ) к нулю с погрешностью R = 
0,01 потребовалось j = 300 этапов решения за-
дачи при количестве испытаний на каждом 
этапе n = 100. Общее число итераций – 3⋅104.
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TWO-POINT BOUNDARY PROBLEM SOLUTION BY NON-GRADIENT RANDOM 
SEARCH METHOD

Military Academy of the Republic of Belarus

The numerical solution of two-point boundary problem when determining optimal control of dynamical system by means 
of Pontryagin’s maximum principle is considered. The initial conditions of conjugate set of equations are determined by use of 
non-gradient random search method.

The non-gradient random search method based on application of stochastic procedures for range of problems solving, 
including the deterministic ones. When solving the task of optimal control estimation of dynamical system by means of 
Pontryagin’s maximum principle the initial conditions of conjugate set of equations must be determined, provided that 
dynamical system’s variables values meet the known terminal conditions Y(tk).

The problem’s solution lie in random selection of vector of initial conditions in some actual range, numerical integration 
of basic and conjugate systems and subsequent processing of findings. Statistic processing gives the mean and RMS estimations 
of initial conditions values, providing terminal conditions values hit in some domain Θ0 relative to Y(tk) point. For the purpose 
of ensuring of representative sampling for mean and RMS values estimation the adaptive recurrent search procedure with step-
by-step domain Θ0 contraction is introduced. The initial conditions of conjugate set of equations on the next search stage are 
determined on a base of sample estimates of distribution’s parameters.

The example problem solution for thirst-order control object is given. The findings confirm the possibility of proposed 
approach utilization for optimal control synthesis of dynamical system by means of Pontryagin’s maximum principle.

Keywords: dynamical system, optimal control, Pontryagin’s maximum principle, non-gradient random search method.
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УДК 629.7+531.383

А. А. ЛОБАТЫЙ, Ю. Ф. ЯЦЫНА, Н. Н. АРЕФЬЕВ

ОПТИМАЛЬНОЕ ОЦЕНИВАНИЕ СЛУЧАЙНОГО ПРОЦЕССА  
ПО КРИТЕРИЮ МАКСИМУМА АПОСТЕРИОРНОЙ ВЕРОЯТНОСТИ

Белорусский национальный технический университет

Рассматривается задача получения уравнения для апостериорной плотности вероятности стохастиче-
ского марковского процесса при линейной модели измерений. В отличие от распространенных подходов, осно-
ванных на рассмотрении в качестве критерия оптимизации минимума среднего квадрата ошибки оценивания, 
в данном случае в качестве критерия оптимизации рассматривается максимум апостериорной плотности 
вероятности оцениваемого процесса.

Априорная плотность вероятности оцениваемого процесса изначально считается гауссовой дифферен-
цируемой функцией, что позволяет разложить её в ряд Тейлора без использования в промежуточных преоб-
разованиях характеристических функций и разложения на гармоники. Для малых интервалов времени плот-
ность вероятности вектора ошибок измерений по определению так же задается гауссовой с нулевым мате-
матическим ожиданием. Это даёт возможность получить математическое выражение для функции невязки, 
характеризующей отклонение значений реального измерения процесса от его математической модели.

Для определения оптимальной апостериорной оценки вектора состояния задается предположение, что 
эта оценка соответствует ее математическому ожиданию – максимуму апостериорной плотности вероят-
ности. Это даёт возможность на основе формулы Байеса для априорной и апостериорной плотности вероят-
ности получить уравнение Стратоновича-Кушнера.

Использование уравнения Стратоновича-Кушнера при различных видах и значениях вектора сноса и ма-
трицы диффузии марковского стохастического процесса позволяет решать различные задачи фильтрации, 
идентификации, сглаживания и прогноза состояния системы, как для непрерывных, так и для дискретных 
систем. Дискретная реализация разработанных непрерывных алгоритмов апостериорной оценки позволяет 
получить конкретные дискретные алгоритмы для реализации в бортовом компьютере мобильной робототех-
нической системы.

Ключевые слова: математическая модель, пространство состояний, стохастическое уравнение, критерий оп-
тимизации, математическое ожидание, вектор сноса, матрица диффузии.

Введение. В современных системах управ-
ления подвижными объектами, к которым от-
носится большой класс беспилотных (лета-
тельных, наземных, надводных и т. п.) аппара-
тов, для получения информации о внешней 
среде и состоянии объекта управления исполь-
зуются источники информации различной фи-
зической природы и конструктивного устрой-
ства. В условиях интенсивного развития ин-
формационных систем и технологий большое 
значение имеет разработка алгоритмов обра-
ботки информации, поступающей от различ-
ных источников [1, 2].

Эволюция вектора состояния X(t) таких си-
стем в общем случае может описываться нели-
нейным векторно-матричным уравнением вида

 ( ) ( , , )X t X U t= ϕ , 0 0( )X t X= ,  (1)

где X = [x1, ..., xn]T = X(t) – n-мерный вектор фа-
зовых координат системы, j – нелинейная век-
торная функция, 0X  – случайный вектор на-
чального состояния, ( )U t  – детерминирован-
ный вектор управлений (внешних воздействий). 

Источники информации о состоянии си-
стемы представляют собой вектор ( )Z t  раз-
мерности m n≤ . Математическая модель со-
вокупности измерителей в общем случае мо-
жет описываться стохастическим векторно-ма-
тричным уравнением в форме Ланжевена

 ( ) ( , , ) ( ) ( )Z t Z X t H t t= µ + ⋅ζ , 0 0( )Z t Z= .  (2)
Здесь m – нелинейная векторная функция 

( )H t  – матрица коэффициентов, ( )tζ  – вектор 
случайных ошибок измерений. Большинство 
современных высокоточных измерителей мож-
но считать безынерционными, а их инструмен-
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тальные погрешности в пределах рабочих по-
лос пропускания диапазонов частот можно 
считать белыми шумами.

Задача состоит в том, чтобы на основе век-
тора измерений ( )Z t  и известных математиче-
ских моделей (1) и (2) получить оптимальную 
по заданному критерию оценку вектора состо-
яния ( )X t  объекта управления или части фа-
зовых координат вектора X(t), чтобы впослед-
ствии использовать ( )X t  для управления объ-
ектом.

В зависимости от вида функций и крите-
рия оптимизации могут быть построены кон-
кретные алгоритмы получения оценки ( )X t . 
Наибольшее распространение получили алго-
ритмы, основанные на линейной форме мате-
матической модели системы (1) и безынерци-
онном измерителе (2). Такие математические 
модели объекта управления и измерителя име-
ют вид [3, 4]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X t D t X t U t B t t= + + ξ , 0 0( )X t X= , (3)

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Z t C t X t H t t= ⋅ + ⋅ζ .  (4)

Здесь ( )D t , ( )B t , ( )C t , ( )H t  – матрицы ко-
эффициентов, ( )tξ , ( )tζ  – векторы некоррели-
рованных белых гауссовых шумов с нулевыми 
математическими ожиданиями и матрицами 
интенсивностей ( )G t  и ( )N t , соответственно. 

В качестве критерия оптимизации чаще все-
го рассматривается минимум среднего квадра-
та ошибки оценивания 

2min [( ( ) ( )) ]M X t X t− , 
где М[...] – символ математического ожидания.

Заметим, что практически любые матема-
тические модели систем с мультипликативны-
ми и небелыми шумы путем расширения век-
тора состояния и использования формирую-
щих фильтров [5] можно свести к моделям  
с белыми аддитивными шумами. Модели вида 
(3) и (4) позволяют получить достаточно стро-
гий вывод алгоритма вычисления оптималь-
ной оценки ( )X t .

Модель измерителей (4) во многих случаях 
можно считать адекватной реальным устрой-
ствам (датчикам). В то же время линейная мо-
дель объекта управления (3) как правило, су-
щественно отличается от нелинейной модели 
(1). Ошибки линеаризации, методические до-
пущения порождают неопределенности в по-
строении моделей процесса X(t).

Случайные процессы вида (3) с аддитив-
ными белыми шумами являются марковскими 

(точнее – марковскими первого порядка) [6], 
так как закон распределения такого процесса 
зависит только от его значений в текущий мо-
мент времени (непосредственно предшеству-
ющий будущему) и не зависит от того, какие 
значения принимал этот процесс в момент вре-
мени, предшествующий данному. Для марков-
ского процесса плотность распределения веро-
ятности (ПРВ) вектора фазовых координат X(t) 
полностью определяется двумя функциями – 
первой функцией плотности вероятности f1(X, t) 
и плотностью вероятности перехода f1(X(t1)|X(t)). 
В некоторых случаях марковский процесс удоб-
но описывать с помощью характеристиче-
ских функций, связанных с плотностями f1(X, t) 
и f1(X(t1) | X(t)) через преобразование Фурье [7].

Непрерывный марковский процесс (3) мо-
жет быть построен как предел суммы большо-
го числа малых приращений. В соответствии  
с центральной предельной теоремой теории 
вероятностей закон распределения суммы ин-
дивидуально малых случайных величин с ро-
стом числа слагаемых сводится к нормальному 
закону распределения [8]. Следовательно, для 
многомерного случайного марковского процесса 
X(t) ПРВ имеет вид 

( ) ( )1

1( , )
(2 ) | |

1 ( ) ( ) ( ) ( ) .
2

exp

n

T
x x

f X t

X t m t X t m t−

= ×
π Θ

 × − − Θ − 
 

(5)

В выражении (5) | |Θ  – определитель кова-
риационной матрицы Θ  вектора X(t), ( )xm t  – 
математическое ожидание вектора X(t). В ска-
лярной форме выражение (5) имеет вид 

, 1

1( , )
(2 ) | |

1 ( )( ) ,
2 | |

exp

n

n pq
p xp q xq

p q

f X t

x m x m
=

= ×
π Θ

  × − Θ − − 
Θ  

∑
 (6)

где Θpq – алгебраическое дополнение элемента 
Θpq в определителе | |Θ .

Рассмотрим эволюцию ПРВ вектора X(t) на 
бесконечно малом (элементарном) интервале 
времени t∆ . Разложим функцию (X, )f t вида 
(6) в ряд Тейлора в окрестностях точки t t+ ∆ .
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kl
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В выражении (7) через m∆  обозначены ус-
ловные математические ожидания и условные 
корреляционные моменты приращений компо-
нент ( )kx t вектора ( )X t при изменении аргу-
мента t на малом интервале t∆ .

[ ]

[
]
[

]
...

( , ) ( ) ( )
( , ) ( ),

( , ) ( ( ) ( ))( ( )

( )) ( , ) ( ),

( , ) ( ( ) ( ))( ( )

( ))( ( ) ( ) ( ),
( , ) ( ),

k k k

k

kl k k l

l kl

klr k k l

l r r

klr

m X t M x t t x t
A X t t o t

m X t M x t t x t x t t

x t B X t t o t

m X t M x t t x t x t t

x t x t t x t o t
m X t o t

∆ = + ∆ − =

∆ + ∆

∆ = + ∆ − + ∆ −

= ∆ + ∆

∆ = + ∆ − + ∆ −

− + ∆ − = ∆

∆ = ∆

 

где o( )t∆  – величина высшего порядка малости 
чем t∆ ; , , ,... 1,2,3,...k l r =

В выражениях (8) ( , )kA X t  – компоненты 
вектора сноса ( , )A X t , ( , )klB X t  – компоненты 
матрицы диффузии ( , )B X t  процесса ( )X t  вы-
числяются по формулам [9]

 0

( ) x ( )( , ) lim k k
k t

x t t tA X t M
t∆ →

+ ∆ − =  ∆ 
,  (9)

0

( , )
( ( ) ( ))( ( ) ( ))lim .

kl

k k l l
t

B X t
x t t x t x t t x tM

t∆ →

=

+∆ − +∆ − =  ∆ 

 (10)

Условные вероятностные моменты Dm по-
рядков выше второго имеют порядок малости 
o( )t∆  в соответствии с определением [6] мар-
ковского процесса.

Разделив обе части выражения (7) на Dt   
и перейдя к пределу 0t∆ →  с учетом выраже-
ний (9)–(10) и того, что

0

( ) ( , ) ( , )lim
t

f X t f X t f X t
t t∆ →

+ ∆ − ∂
=

∆ ∂
, 

получим многомерное уравнение Фоккера-План-
ка-Колмогорова для априорной ПРВ процесса 
X(t) [3, 5, 9].

 

( , ) ( , ) ( , )

1 ( ( , ) ( , )) ,
2 x

T
x

T T T
x

f X t A X t f X t
t

B X t f X t

∂ = −∇ +∂
 + ∇ ∇  

  (11)

где 
1

...T
x

nx x
 ∂ ∂

∇ =  ∂ ∂ 
 – векторный оператор

 
диф-

ференцирования.
Иногда уравнение (11) записывают в форме 

 
( , ) div ( , )f X t X t

t
∂

= − π
∂

,  (12)

где div T
x= ∇ , ( , )X tπ  – плотность потока веро-

ятности вида 

 

( , ) ( , ) ( , )
1 ( ( , ) ( , )) .
2

T T T
x x

X t A X t f X t

B X t f X t

π = −

 − ∇ ∇ 
  (13)

Уравнение Фоккера-Планка-Колмогорова 
(11) или (12) является уравнением в частных 
производных параболического типа. Его реше-
ние представляет значительную трудность, од-
нако на основе его использования можно ре-
шить ряд задач, в частности – задачу апостери-
орного оценивания фазовых координат систе-
мы, описываемой марковской математической 
моделью.

Для определения апостериорной плотно-
сти вероятности ( , )f X t t

∧
+ ∆  процесса ( )X t , 

описываемого выражением (3) с учетом мате-
матической модели измерений (4) используем 
формулу Байеса [9] для плотностей вероятно-
сти 

 

( , )
( , ) ( , | ( )) .
( , ) ( , | ( ))

f X t t
f X t t f Z t t X t

f X t t f Z t t X t dX

∧

∞

−∞

+ ∆ =
+ ∆ + ∆

=
+ ∆ + ∆∫

  (14)

В выражении (14) f (X, t + Dt) – априорная 
ПРВ, эволюция которой в пространстве и во вре-
мени описывается уравнением (12). f (Z, t + Dt | 
X(t)) – условная ПРВ вектора ( )Z t t+ ∆  при фик-
сированном состоянии вектора Х(t) в момент 
времени t.

Для малых интервалов времени Dt ПРВ 
входящего в выражение (4) вектора ошибок 
измерений ( )t tζ + ∆  по определению [4] явля-
ется гауссовой с нулевым математическим ожи-
данием. В соответствии с выражением (4) ПРВ 

( , | ( ))f Z t X t  также является гауссовой с мате-

матическим ожиданием ( ) ( )C t X t
∧

, где ( )X t
∧

 – 
математическое ожидание апостериорной ПРВ 

( , )f X t
∧

. Для симметричной ПРВ ( , )f X t
∧

 век-

(7)

(8)
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тор ( )X t
∧

 соответствует максимуму ( , )f X t
∧

. 

Следовательно, ПРВ ( , | ( ))f Z t t X t
∧

+ ∆  имеет 
вид 

 

1( ( ) | ( ))
(2 ) ( )

1exp ( , , ) ,
2

m
f Z t t X t

Q t t

X Z t t
∧

+ ∆ = ×
π + ∆

 
× − ρ + ∆ 

 

   (15)

где ( )Q t t+ ∆  – определитель дисперсионной 
матрицы процесса ( )t tζ + ∆  (интенсивность 
шума), ( , , )X Z t tρ + ∆  – функция невязки [3, 4, 5], 
в данном случае вычисляемая по формуле

1

( , , )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

T

X Z t t

Z t t C t Q X t t

Q t t Z t t C t Q X t t

∧

∧
−

ρ + ∆ =

 
= + ∆ − + + ∆ × 
 

 
× + ∆ + ∆ − + + ∆ 

 

 (16)

С учетом (15) выражение (14) для момента t 
представим в виде

 

( , ) ( , )

1exp ( , , )
2

.
1( , )exp ( , , )
2

f X t f X t

X Z t

f X t X Z t dX

∧

∧

∞ ∧

−∞

= ×

 
− ρ 
 ×

 
− ρ 
 

∫

  (17)

Рассматривая эволюцию ПРВ ( , )f X t
∧

 на 
элементарном малом интервале Dt разложим 
экспоненциальную функцию по времени в ряд 
Маклорена (e 1 (t))oλ ≈ + λ + .

 

( , ) ( , )

11 ( , , )
2

.
1( , ) 1 ( , , )
2

f X t t f X t t

X Z t

f X t X Z t dX

∧

∧

∞ ∧

−∞

+ ∆ = + ∆ −

 
+ − ρ 
 −
 
− ρ 

 
∫

  (18)

В выражении (18) учтем, что на интервале  
Dt априорная ПРВ f (X, t + Dt) = f (X,t) + Dt div p(X,t),  
p(X, t) – априорная плотность потока вероятно-
сти процесса X (t) вида (13).

После соответствующих преобразований 
выражения (18), удерживая члены первого по-
рядка малости относительно Dt, получим вы-
ражение [9]

( , ) ( , ) ( , )
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2

1 ( , ) ( , , ) ( , ) ,
2
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∞∧ ∧ ∧
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− ∆ ρ + ∆ π +

+ ∆ ρ

∫

∫
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где div ( , ) ( , )T
xX t X tπ = ∇ π .

Предполагая существование предела

0

1 ( , )lim ( , ) ( , )
t

f X tf X t t f X t
t t

∧ ∧

∆ →

  ∂
+ ∆ − = ∆ ∂ 

, (20)

после предельного перехода получим интегро-
дифференциальное уравнение Стратоновича-
Кушнера для апостериорной плотности веро-
ятности [3, 5, 9]
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T
T T
x

X t A X t f X t

B X t f X t

∧ ∧

∧

π = −
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− ∇ 

 

  (22)

Использование уравнение (21) позволяет 
решать различные задачи [3, 4, 5, 9, 11] филь-
трации, идентификации, прогноза состояния 
стохастических систем.

Умножив обе части выражения (21) на X (t) 
и проинтегрировав по X в бесконечных преде-
лах, получим апостериорное уравнение для 

математического ожидания [ ]( ) ( )M X t X t
∧

= , 
которое является оптимальной оценкой векто-
ра X (t) по критерию максимума апостериор-
ной вероятности.
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В выражении (23) учтено, что при X (t) = ±∞,  

( , ) 0f X t
∧

=  и ( , ) 0f X t
X

∧
∂

=
∂

.

(21)
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В простейшем случае линейной постановки 
задачи, когда процесс X (t) описывается уравне-
нием (3), а измеритель – выражением (4), век-
тор сноса имеет вид ( , ) ( ) ( ) ( )A X t D t X t U t= + , 
а матрица диффузии равна интенсивности шума 
ξ(t) ( , ) ( )B X t G t= . В этом случае выражение 
(23) принимает вид [3, 4]

[ ]

1

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

[ ( ) ( ) ( )], ( ) .

TX t D t X t U t R t C t Q t

Z t C t X t X t M X

⋅
∧ ∧

−

∧ ∧

= + + ×

× − =

 (24)

В выражении (24) R (t) – апостериорная 
корреляционная матрица, дифференциальное 
уравнение для которой получается умножением 

выражения (21) на [ ( ) ( )][ ( ) ( )]TX t X t X t X t
∧ ∧

− −   
и интегрированием по X в бесконечных преде-
лах.
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= + + −
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  (25)

Выражения (24) и (25) представляют собой 
классический фильтр Калмана (Калмана-Бью-
си) [3, 4].

Заметим, что точно такой же результат по-
лучается при выводе фильтра Калмана (24)-
(25) для линейной постановки задачи по кри-
терию минимума среднего квадрата ошибки 
на основе использования интегрального урав-
нения Винера-Хопфа [5]. Однако использова-
ние дифференциального уравнения Стратоно-
вича-Кушнера (21) даёт больше возможностей 
для получения различных алгоритмов апосте-
риорной обработки информации [10, 11, 12].

ВЫВОД
Таким образом, получен оригинальный вы-

вод уравнения Стратоновича-Кушнера для апо-

стериорной плотности вероятности стохасти-
ческого марковского процесса X (t). При этом 
априорная плотность вероятности процесса X (t) 
изначально считается гауссовой дифференци-
руемой функцией, что позволяет разложить ее 
в ряд Тейлора без использования в промежу-
точных преобразованиях характеристических 
функций и их разложения на гармоники в ряд 
Фурье. 

Для малых интервалов времени плотность 
вероятности вектора ошибок измерений по 
определению так же является гауссовой с ну-
левым математическим ожиданием. Это дает 
возможность получить выражение для функ-
ции невязки, характеризующей отклонение 
значений реального измерения процесса от его 
математической модели.

Для определения оптимальной апостери-
орной оценки вектора состояния задаем, что 
эта оценка соответствует ее математическому 
ожиданию – максимуму симметричной апо-
стериорной плотности вероятности. Это даёт 
возможность на основе формулы Байеса для 
априорной и апостериорной плотности веро-
ятности получить уравнение Стратоновича-
Кушнера.

Использование уравнения Стратоновича-
Кушнера при различных видах и значениях 
вектора сноса и матрицы диффузии марков-
ского стохастического процесса позволяет ре-
шать различные задачи фильтрации, иденти-
фикации, сглаживания и прогноза состояния 
системы, как для непрерывных, так и для дис-
кретных систем. Дискретная реализация раз-
работанных непрерывных алгоритмов апосте-
риорной оценки позволяет получить конкрет-
ные дискретные алгоритмы для их реализации 
в бортовом компьютере мобильной робототех-
нической системы.
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LOBATY A. A., YACINA Y. F., AREFYEU N. N.

OPTIMAL ESTIMATION OF RANDOM PROCESSES ON THE CRITERION  
OF MAXIMUM A POSTERIORI PROBABILITY

Belarusian National Technical University
The problem of obtaining the equations for the a posteriori probability density of a stochastic Markov process with a lin-

ear measurement model. Unlike common approaches based on consideration as a criterion for optimization of the minimum 
mean square error of estimation, in this case, the optimization criterion is considered the maximum a posteriori probability 
density of the process being evaluated.

The a priori probability density estimated Gaussian process originally considered a differentiable function that allows us 
to expand it in a Taylor series without use of intermediate transformations characteristic functions and harmonic decomposi-
tion. For small time intervals the probability density measurement error vector, by definition, as given by a Gaussian with zero 
expectation. This makes it possible to obtain a mathematical expression for the residual function, which characterizes the de-
viation of the actual measurement process from its mathematical model.

To determine the optimal a posteriori estimation of the state vector is given by the assumption that this estimate is consis-
tent with its expectation – the maximum a posteriori probability density. This makes it possible on the basis of Bayes’ formula 
for the a priori and a posteriori probability density of an equation Stratonovich-Kushner.

Using equation Stratonovich-Kushner in different types and values of the vector of drift and diffusion matrix of a Markov 
stochastic process can solve a variety of filtration tasks, identify, smoothing and system status forecast for continuous and for 
discrete systems. Discrete continuous implementation of the developed algorithms posteriori assessment provides a specific, 
discrete algorithms for the implementation of the on-board computer, a mobile robot system.

Keywords: mathematical model, state space, stochastic equations, optimization criteria, the expectation, the demolition 
of the vector, diffusion matrix.
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PEI PING, YURY N. PETRENKO

MESH NETWORK DEVELOPMENT PROJECT  
IN GREAT STONE INDUSTRY PARK

Belarusian National Technical University

Wireless Mesh network (WMN) are increasingly becoming popular as low cost alternatives to wired network for 
providing broadband access to users. A wireless mesh network (WMN) is a communication networks made up of radio 
nodes organized in a mesh topology. It is also a form of wireless network. Wireless mesh networks often consist of mesh 
clients, mesh routers and gateways. The mesh clients are often laptops, cell phones and other wireless devices while the 
mesh routers forward traffic to and from the gateways, which may, but need not, be connected, to the Internet. In this 
paper, we discuss different radio frequency range in wireless connected to Access Point (AP) and the project from 
Belarus – China great stone industry park in Mesh network. The China-Belarus industrial park is a territorial entity 
with the area of approximately 80 sq. km with a special legal status for the provision of comfortable conditions for 
business conducting. The Park is located in a unique natural complex 25 km far from Minsk, the capital of the Republic 
of Belarus. It is in close proximity to the international airport, railway lines, a transnational highway Berlin-Moscow. 
The result of analysis shows distribution of AP and covering services in great stone industry park. Mesh network 
provides robustness and load balancing in wireless networks communication.

Keywords: Mesh network, equipment, project, testing.

1. Mesh Network Introduction
More demanding about wireless broadband 

access by person follow with wireless communi­
cations and mobile computing development of tech­
nology. Wireless Mesh Networks broadband ac­
cess technology as the «last kilometer» is the most 
interesting for scientists and engineers in devel­
opment. Wireless Mesh Network which combines 
the advantages from wireless local area network 
WLAN and Ad Hoc networks. It is a high capaci­
ty, high speed, covering widely networks. At the 
same hierarchical topology, wireless Mesh net­
work has reliable transmission, global coverage, 
scalability and low upfront investment properties. 
The principle of wireless Mesh network technolo­
gy is a low­power multi­hop system. The mes­
sage packet passes from one node to another node 
until the packet reaches the destination in Mesh 
network.

2. The advantages in Mesh network 
1. Reliability is greatly enhanced to compared 

with a single­hop networks. For example there is 
a temporary local interference (such as another 
radio signal or an object) may prevent or reduce  

a data rate of conventional networks; alternative 
path mesh technology could simply unaffected by 
a transmission data. Similarly, any node in a mesh 
network hardware failure will not cause mesh 
completely ineffective. Redundant mesh technol­
ogy also increases the effective bandwidth be­
cause multiple data streams can be transmitted si­
multaneously. For example, home networking en­
vironment can put the video data stream from the 
living room to the bedroom for DVD player, a TV 
set. At the same time, the audio data stream from 
a home computer connects to a portable MP3 play­
er pool. 

2. The low cost of laying infrastructure for 
wireless access to Internet is currently the main 
way through the laying of Wi­Fi hotspots. It is ba­
sically a wireless local area network (WLAN).  
It consists of a plurality of WLAN wireless net­
work. Wireless 802.11is based WLAN users ac­
cess to Internet. In order to make the entire city 
we can achieve wireless access because of the 
limited coverage of 802.11 signals. You must es­
tablish a lot of access points with the help of 
wired or fiber optic cables that are connected to 
the Internet. It is clear that the costs will be high­



СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ПРИКЛАДНАЯ ИНФОРМАТИКА 1, 2016

44 Управление техническими объектами

er. At the same time too wired access is also 
greatly reduced by laying speed. There is wireless 
Mesh network to Internet with only a few access 
points, so this network greatly reduces network 
infrastructure costs. Laying speed can be reduced 
from 70% to 75% of using operating system costs 
of a wireless network service providers. 

3. Flexible networking, easy to maintain due 
to the characteristics of wireless Mesh network­
ing is we should add wireless router (WR) where 
needed and other small wireless devices with ex­
isting facilities to broadband wireless access net­
work consisting of wireless mesh network selec­
tion feature is the link interrupted or partial ex­
pansion and upgrade. It does not affect the entire 
network operation, thereby increasing network 
flexibility, feasibility and compared to traditional 
networks that are more powerful and more per­
fect. 

4. Mesh network has two advantages to com­
pare with the cellular network. The first is trans­
mission rate greatly improved: the current net­
work using wireless Mesh network technology, 
and can be fused with other wireless network 
technologies (such as Wi­Fi, UWB, etc.), the rate 
can theoretically reach 54 Mbit/s, or even higher. 
At present, the development of the 3G technolo­
gy, the theoretical transfer rate in the high­speed 
mobile environment supports only 144 Kbit/s, 
walk slow moving environment supports 384 Kbit/s, 
even in the stationary state also reach 2 Mbit/s. 
The second is mesh network has low investment 
costs. A significant reduction in Wireless Mesh 
Network backbone network construction costs, 
not only its infrastructure AP, IR (Intelligent Rou­
ter, intelligent router), WR than the cellular mo­
bile communication system base stations and oth­
er equipment cheaper and network configuration 
and maintenance should be simple and more con­
venient. 

5. The wireless Mesh network compared with 
WLAN (Wi-Fi) has two advantages. The first is 
in expanding coverage: Today transmission dis­
tance Wi­Fi network maximum 300 m. And be­
cause of its ability to penetrate poor, can not pass 
through metal, water, or other high­density mate­
rial. So under normal circumstances, in general 
home or office Wi-Fi network transmission dis­
tance is about 25∼50 m, and is prone to «blind 
spots.» The multi­hop routing based wireless Mesh 
network and its approximate unlimited scalabili­

ty, can easily be completely cover a larger area. 
The second is about robustness: Implementing 
network robustness usual approach is to use mul­
tiple routers to transmit data. If a router fails, the 
information is transmitted through an alternate 
path from the other routers. E­mail is one such 
example, the message information is divided into 
several packets and then sent over the Internet via 
a plurality of routers, and finally reach the infor­
mation assembled into a user’s inbox. Mesh net­
work is more robust than single­hop network, be­
cause it does not depend on the performance of 
one single node.

Wireless Mesh network not only has an irre­
placeable role in specific areas battlefield, disaster 
relief but also in our daily public communication 
services has a great potential. It will bring major 
changes in the field of wireless broadband wire­
less Mesh network technology.

3. The Theory of Wireless Mesh Networks
Wireless mesh network is the third topology 

infrastructure in following figer. Fig. 1 [1]. Each 
device in a wireless mesh network is typically 
called a mesh node and is connected with multi­
ple other mesh nodes at the same time. Wireless 
mesh networks are also multi hop networks be­
cause each mesh node can reach another node go­
ing through multiple hops and leveraging other 
nodes as repeaters. The major advantage of wire­
less mesh networks is the intrinsic redundancy 
and, consequently, reliability because a mesh net­
work is able to reroute traffic through multiple 
paths to cope with link failures, interference, 
power failures or network device failures. 

Two types of wireless mesh networks are usu­
ally implemented for commercial and government 
applications.

3.1. Structured wireless mesh networks
In an unstructured wireless mesh network, 

each mesh node typically uses an Omni­direc­
tional antenna and is able to communicate with 
all the other mesh nodes that are within the trans­
mission range. Wireless links in an unstructured 
wireless mesh network are not planned and link 
availability is not always guaranteed. Depending 
on the density of the mesh network, there may be 
many different links available to other mesh nodes 
or none at all. Unstructured mesh networks are 
usually implemented with non­line of sight radios 
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(NLOS) using low frequency and low bandwidth 
radios operating, for example, in the UHF bands, 
such as 400 MHz or in the license­free band at 
900 MHz.  Unstructured wireless mesh networks 
leverage one single channel shared by all the radi­
os. Therefore, the higher the number of hops a trans­
mission requires, the lower the overall throughput 
of the network will be.

Structured wireless mesh networks are planned 
networks typically implemented using multiple 
radios at each node location and multiple direc­
tional antennas. A ring topology using multiple 
directional wireless links is commonly used in  
a structured wireless mesh network to enable each 
radio to seamlessly reroute traffic through differ­
ent paths in the event of node or link failures. 
Structured wireless mesh networks can provide 
two or more alternative paths from each mesh 
node location and typically use high frequency 
radios and microwave links with directional an­
tennas. The distance between nodes in a struc­
tured wireless mesh network can be up to tens of 
miles using long­range directional microwave 
links. Structured wireless mesh networks are of­
ten used for mission­critical applications such as 
wireless video surveillance, public safety, and in­
dustrial automation. They provide the ideal net­
work architecture in case a site requires a highly 
reliable and available wireless network for a bro ad­
band application such as video, voice and data 

streaming. Each link in a structured wireless mesh 
network operates on an independent channel and, 
therefore, the number of hops for a specific trans­
mission does not affect the overall throughput of 
the network.

Wireless mesh networks have been studied 
for many years in academia since the early ‘90s, 
initially mainly with military applications in mind, 
and then they started to get significant commer­
cial traction between 2005 and 2010. Fig. 2 [2].

Temporary wireless mesh video surveillance: 
military and government organizations use wire­
less mesh networks frequently for rapid deploy­
ment of wireless video surveillance in war zones 
or during hostage situations.  Wireless mesh net­
works have also been used to provide temporary 
video surveillance to protect major sporting or 
political events.

Urban wireless video surveillance and public 
safety: law enforcement agencies have been using 
wireless mesh networks to create city­wide wire­
less network infrastructure and stream high reso­
lution video across large cities without compro­
mising reliability or needing to trench large por­
tions of the city area. In the United States most 
mesh networks for public safety work on the  
4.9 GHz public safety band.

 Industrial Automation and Condition Moni­
toring: large industrial plants and oil & gas facili­
ties have been using low­frequency unstructured 

Fig. 1. Point­to­point, Point­to­Multipoint and Mesh Networks
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mesh networks for condition monitoring and sen­
sor data collection. At the same time, industrial 
automation has leveraged structured mesh net­
works operating at 5 GHz (5.4 GHz, 5.7 GHz and 
5.8 GHz license­free bands) to high­throughput 
applications such as video and voice streaming.

Mining Automation: Mines have been push­
ing to constantly increase their efficiency leverag­
ing automaton and technology. Large open pit 
mines have been using outdoor wireless mesh 
networks for video surveillance, truck automation 
and condition monitoring. Both low throughput 
and high throughput applications in mines often 
rely on a wireless mesh network due to the lack 
of any other telecom infrastructure.

Environmental monitoring and precision agri­
culture: farming is using increasingly more auto­
mation and technology to increase profitability. 
Farmers are adding sensors to their fields, tractors 
and vineyards to be able to act in a more precise 
and timely manner, spending less money and wast­
ing less resources. Low frequency wireless mesh 
networks using sensor networks have been de­
ployed frequently for environmental conditional 
monitoring both in vineyards and industrial crop 
farming. At the same time, high frequency wire­

less mesh networks in the 5 GHz band 5.4 GHz, 
5.7 GHz and 5.8 GHz license­free bands) are get­
ting more traction for tractor automation and pre­
cision agriculture as high resolutions cameras be­
come a critical component in automating tractors 
and in collecting aerial images from drones.

3.2. Wireless Mesh Network Equipment
The single­radio wireless AP be used as a wired 

terminal nodes AP and wireless endpoint applica­
tions. AP RF 2.4 GHZ contains an access module. 
Single­radio wireless AP does not have the Mesh 
routing functions. Multi­RF wireless AP. 

Multi­RF wireless AP is a high­capacity equip­
ment, used as a core node Mesh Network under 
normal circumstances. It has a multi­RF wireless 
AP contains four high­performance wireless mod­
ule, which three 5.8 GHZ backhaul module,  
a 2.4 GHZ access module. 

3.3. Wireless Mesh Solutions of Outdoor
In large LAN planning, you need to choose  

a different networking according to the needs of 
specific business. According to network planning 
and operational needs of different network types 
as follow: Fig. 3 [5].

Fig. 2. Wireless Mesh Network
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If to select a common standard 802.11a proto­
col, the maximum output rate of 54 Mbps, the av­
erage throughput of 20–25 Mbps frequency: 
5.15–5.25 GHz, 5.25–5.35 GHz, 5.47–5.725 GHz, 
5.725–5.875 GHz. 

If to select 802.11b maximum output rate of 
11 Mbps, the average throughput of 5 Mbps fre­
quency range: 2.4–2.5 GHz.

802.11g maximum output rate of 54 Mbps, an 
average throughput of 10–20 Mbps, the frequen­
cy range: 2.4–2.5 GHz.

802.11n maximum output rate of 540 Mbps, 
the average throughput of 200 Mbps, the frequen­
cy range: 2.5 or 5 GHz.

APs automatically establish connection to con­
troller Roof Top AP RAP) via wired connection 
Pole-top AP (POP, also MAP) via self-configur­
ing backhaul connection Pole­top AP uses Cisco’s 
Adap tive Wireless Path Protocol to establish best 
path to Root AP authenticates to controller and 
down loads configuration and radio parameters. 
Fig. 4 [6].

Fig. 3. Equipment and organization structure in Mesh network

Fig. 4. Mesh Encryption
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4. Background of the project

The China-Belarus Industrial Park. Fig. 5 [7]. 
(Russian: Китайско­Белорусский индустри­
альный парк, Chinese: 中国­白俄罗斯工业园) 
is a special economic zone in Belarus, established 
under the intergovernmental agreement between 
the People’s Republic of China and the Republic 
of Belarus。The planning area is 91.5 square ki­
lometers. 

Park infrastructure will include industrial, 
transportation facilities and residential areas, pro­
viding social occasions, office and shopping cen­
ters, as well as financial and research centers. 

Primary residence and secondary residence are 
located in the southwest and central industrial park 
continues about 8–9 km away. There will be 
check­expected 120, 000 employees. In order to cre­
ate a cozy and comfortable living environment for 
employees and provide convenience of information 

 Fig. 5. The location of great stone industrial park

Fig. 6. Location of Marked building in industrial park

24­storey (# 1building) 
and has 19 storeys (# 2 building)
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(to different international customers and experts) 
to visit, at the same time in order to increase com-
petitiveness and attract more talent, industry Park 
raised the need for residential requirements of the 
overall wireless coverage. At the beginning of this 
program for the apartment building all the rooms 
offer broadband Internet access, the latter for secu-
rity considerations will increase the number of vid-
eo surveillance and Wi-Fi languages. Fig. 6 [8].

Case for modern apartments in the southwest 
area coverage. As shown in this area there is an 
apartment about apartment 50 m, width 34 m, 
24-storey (# 1), another apartment 70 meters long 
from north to south, east to west 50m, has 19 sto-
reys (# 2). There are two apartments around 6– 
4 layers of low apartment.

Designing
1. The cover from the outdoor to indoor.
2. Equipment laying try to select relatively high 

position.
3. For network services, can provide a private 

network and public network separate VLAN set-
tings.

According to conclusions, per square kilome-
ter (0.62137 square miles), and finally by calcu-
lating the entire industrial park would need at 
least 315 to ensure complete coverage of AP ob-
tained. According to calculations required at this 
time covering at least two AP. 

According to Building 2 were covered with 
projections at this time need 4 AP. Fig. 7 [8].

Fig. 7. Coverage distance of mesh access point
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Пей Пинг, Ю. Н. Петренко

ПРОЕКТ БЕСПРОВОДНОЙ ЯЧЕИСТОЙ СЕТИ  
ДЛЯ ИНДУСТРИАЛЬНОГО ПАРКА «ВЕЛИКИЙ КАМЕНЬ»

Беспроводная ячеистая сеть (WMN) все чаще становится популярным решением из-за низкой стоимости как 
альтернатива проводной сети для предоставления широкополосного доступа для пользователей. Беспроводная ячеи-
стая сеть (WMN) представляет собой коммуникационные сети, состоящие из радио узлов, организованных в тополо-
гии сети. 

Беспроводные сети состоят из сети клиентов, сетевых маршрутизаторов и шлюзов. Клиенты сети -это часто 
ноутбуки, сотовые телефоны и другие беспроводные устройства, в то время как сетевые маршрутизаторы пере-
сылают трафик и из шлюзов, которые могут, но не обязательно, быть подключены к Интернету. В статье рассма-
триваются разные каналы радио беспроводной связи, подключенные к точке доступа (AP) в рамках Белорусско- Ки-
тайского проекта индустриального парка «Большой Камень», который является территориальным образованием 
площадью около 80 кв. Км с особым правовым статусом для предоставления комфортных условий для ведения бизне-
са. Парк расположен в уникальном природном комплексе в 25 км от Минска, столицы Республики Беларусь. Он нахо-
дится в непосредственной близости от международного аэропорта, железнодорожных линий и транснациональной 
магистрали Берлин-Москва. Результат анализа показывает распределение точек доступа, обеспечивающих принци-
пиальные функции на территории индустриального парка. При этом обеспечивается надежность и балансировка 
нагрузки в беспроводных ячеистых сетях связи.

Ключевые слова: ячеистая сеть, оборудование, проект, тестирование.
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В. Г. МИХАЙЛОВ

ИССЛЕДОВАНИЕ, АППРОКСИМАЦИЯ ХАРАКТЕРИСТИК 
ПОДУШЕК СИДЕНИЙ И ИХ ВЛИЯНИЕ  

НА ВИБРОНАГРУЖЕННОСТЬ ВОДИТЕЛЯ ТС 
ООО «Мидивисана», г. Минск 

Рассмотрена ситуация, сложившаяся в области моделирования колебаний транспортных средств (ТС), 
акцентировано внимание на низкие виброзащитные свойства сидений. Одной из причин, которой является 
слабая изученность реальных характеристик элементов сиденья, включая подушку. Приведена методика ис-
пытаний подушек сидений, получены зависимости изменения их параметров от толщины прокладки подушки 
и категории резины.

Предложена усовершенствованная математическая модель подушки сиденья, обеспечивающая хорошее 
совпадение амплитудно-частотной характеристики в полосе частот 2–20 Гц и блок-схема ее реализации  
в пакете Matlab/Semulink, позволяющие более точнее моделировать колебания на рабочем месте водителя 
транспортного средства. Исследовано влияние подушки на виброзащитные свойства подрессоренного сиде-
нья при движении грузового автомобиля по булыжному шоссе. Установлено, что изменение толщины про-
кладки подушки практически не влияет на изменение уровня вибраций водителя на подрессоренном сиденье. 
Выбор толщины прокладки для подушки сиденья больше обуславливается физиологическими факторами – обе-
спечение равномерного распределения давления на тело водителя и систему кровообращения.

Ключевые слова: Транспортное средство, подушка, сиденье, вибрация, виброзащитные свойства, моделирова-
ние колебаний на рабочем месте водителя.

Введение
Подушка сиденья является одним из эле­

ментов, влияющих на виброзащитные свойства 
подрессоренного сиденья транспортного сред­
ства и корректность расчетов. Как правило,  
в качестве упругого и демпфирующего эле­
мента подушки используется латексная губча­
тая резина 1-й и 2-й категории твердости. Боль­
шинство исследователей при расчетах плавно­
сти хода подушку не учитывают [1–3], исполь­
зуя одномассовую модель сиденья. В многом 
это связано с отсутствием экспериментальных 
данных по параметрам подушек, а также ин­
формации о ранее проведенных работах [4–6]. 
Вместе с тем в случае использования непод­
рессоренного сиденья подушка значительно  
(в 3–4 раза) усиливает колебания водителя  
в области 3,5–7 Гц [4], [5]. Последние совпада­
ют с собственными частотами внутренних ор­
ганов человека [3]. Их резонанс вызывает не­
приятные ощущения. Низкие виброзащитные 
свойства подушек обусловили широкое при­
менение подрессоренных сидений, начиная  

с 70 годов прошлого столетия. Однако до на­
стоящего времени, несмотря на наличие пре­
красного дизайна, проработанной эргономики, 
различных автоматических регулировок (под 
массу водителя, по высоте, наклону подушки, 
спинки, внедрение пневматической подвески), 
виброзащитные свойства большинства суще­
ствующих подрессоренных сидений остаются 
низкими. Коэффициент передач вибраций (уси-
ления) подрессоренных сидений с газонапол­
ненным амортизатором составляет 1,3, 1,2, 0,8, 
0,7 в октавных полосах частот 2, 4, 8, 16 Гц 
[5, 6, 8]. Одной из причин, этого является сла­
бая изученность реальных характеристик ос­
новных элементов сиденья, включая подушку. 
Использование при расчетах упрощенных ли­
нейных моделей не позволяет объяснить это  
и требует изучения данной проблемы. В связи 
широким применением сейчас компьютерного 
моделирования для оценки плавности хода ТС 
необходимо располагать реальными характе­
ристиками всех элементов, включая подушку 
сиденья. Данному вопросу и посвящена эта 
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работа. Она обобщает ранее проведенные ав-
тором на Минском автозаводе эксперимен-
тальные исследования [4], [5], [6] (мало до-
ступные широкому кругу из-за давности лет), 
новую математическую аппроксимацию харак-
теристик и реализацию модели подушки в па-
кете Matlab/Simulink, а также результаты влия-
ния подушки на вибронагруженность водителя 
грузового автомобиля, движущегося по булыж-
ному шоссе. 

Методика стендовых исследований  
и использованная аппаратура

Исследование подушек включало в себя:
а) определение статических упругих харак-

теристик;
б) определение виброзащитных характери-

стик подушек сиденья;
в) определение динамических, упругих  

и демпфирующих характеристик.
Определение статической упругой харак-

теристики подушки и подвески сиденья произ-
водилось на стенде Минского автомобильного 
завода при медленном нагружении и разгрузке 
указанных элементов сиденья.

В качестве опорной поверхности при ис-
следовании статической характеристики по-
душки использовался, согласно ГОСТ16526, 
стальной диск диаметром 300 мм и толщиной 
4 мм. Измерение усилий, приложенных к ука-
занным элементам сиденья, осуществлялось  
с помощью образцового динамометра сжатия 
ДОС-0,5-200. Прогиб регистрировался через 
каждые 5 мм с помощью миллиметровой ли-
нейки. Статическая жесткость подушки и под-
вески сиденья определялась по тангенсу угла 
наклона касательной в точке, соответствую-
щей Р = 600 Н.

Виброзащитные характеристики подушек 
снимались на электродинамических вибро-
стендах ВЭДС-200А и ВЭДС-400А (рис. 1.1) при 
максимальных амплитудах синусоидальных 
вертикальных ускорений основания, на кото-
рое крепилась подушка (подвеска сиденья), 
равных 1; 1,5; 2 м/с2, в диапазоне частот 2–20 Гц. 
Виброзащитные характеристики подушек оце-
нивались по коэффициенту передачи Кп, кото-
рой определялся по отношению эффективной 
амплитуды вертикальных ускорений груза на 
подушке к величине эффективных ускорений 
основания

Кп = .

Применяемый при испытаниях подушек 
груз состоял из трех плоских, жестко скреплен-
ных между собой дисков диаметром 300 мм, 
имеющих массу 60 кг.

Измерение ускорений груза и основания 
производилось с помощью пьезоэлектрических 
датчиков ускорений KD-3,5а, виброизмерителя 
SM-231 и октавно-полосового фильтра OF-201 
(аппаратура фирмы «RFT», суммарная погреш-
ность 2–3% с учетом погрешности считывания 
показаний стрелочного прибора).

Для повышения точности при воспроизве-
дении на стенде заданных величин ускорений 
учитывался небольшой завал частотной харак-
теристики прибора SM-231 вместе с датчиком 
в низкочастотной области и вводилась соот-
ветствующая коррекция измерения.

Определение динамических характеристик 
подушек сидений заключалось в получении  
и регистрации двухкоординатной зависимости 
усилия, приложенного к сиденью, от относи-
тельного прогиба подвески при синусоидаль-
ном возбуждении основания сиденья на часто-
те 5 Гц.

Усилие, приложенное к подушке, опреде-
лялось косвенным путем – через величину вер-
тикальных ускорений подрессоренной массы 
сиденья (mгр = 60 кг) по формуле,

F = mгр гр.
Вертикальное ускорение груза и относи-

тельная деформация подушки измерялись с по-
мощью датчика ускорений BWH-201, индук-
тивного датчика перемещения JWT-302 с пре-
делом измерений +10 мм и тензоусилителя 
UM-131 (аппаратура фирмы «PFT»). Регистра-
ция результатов испытаний производилась с по-
мощью электронного двухкоординатного осцил-
лографа «Universal Indicator В-00» и кинока-
меры (аппаратура фирмы «Disa Electronic» Да-
ния). Погрешность устройств <1%.

Схема замеров и регистрации динамиче-
ских характеристик подушки представлена на 
рис. 1. 

Примененный при определении динамиче-
ских характеристик подушек груз состоял из 
трех плоских, жестко скрепленных между со-
бой дисков, имеющих массу 60 кг. Обработка 
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полученных фотоснимков характеристик про­
изводилась в фотолаборатории с помощью фо­
тоувеличителя (восьмикратное увеличение.

Жесткость подушки сиденья определялась 
по тангенсу угла наклона касательной к сред­
ней линии динамической характеристики при 
абсциссе относительных перемещений, равной 
нулю.

С целью упрощения модели подушки демп­
фирование в ней было представлено в виде 
линейного амортизатора с эквивалентным ко­
эффициентом вязкого сопротивления kсопр, ко­
торый рассчитывался по формуле

kñîïð = 
2

   

1

m

K

ν

−

ãð

ï

,

где v – резонансная частота груза на подушке, 
1/сек; f = – резонансная частота груза на поду­

шке, Гц: f = 
1

6,283
C

mãð

 
 
–
 
резонансная часто­

та груза на подушке, Гц; Кп – усредненный ко­
эффициент передачи на резонансной частоте 
колебаний груза на подушке; mгр = 60 кг – мас­
са груза.

Указанная расчетная формула для kсопр. по­
лучена путем упрощения ниже приведенной 
общеизвестной формулы [12], учитывая, что 
при резонансе ν ↔ ω0,
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где ν и ω0 – соответственно частота вынуж­
денных и собственных колебаний груза на по­
душке;

ω0 =  C
mãð

Помимо коэффициента вязкого сопротив­
ления, определялся также параметр затуханий 
колебаний груза на подушке ψ по общеизвест­
ной формуле

Ψ = 
2  

k
Ñ m
ñîïð

ãð

,

где С и kсопр – соответственно динамическая 
жесткость и коэффициент вязкого сопротивле­
ния подушки; m гр = 60 кг – масса груза на по­
душке.

Результаты стендовых исследований
На основании проведенных исследований 

получены статические, динамические и вибро­
защитные характеристики подушек сидений, 
приведенные на рис. 2–4. Их основные пара­
метры были аппроксимированы к линейным 
зависимостям и их показателям. 

Из приведенных на рис. 2–4 зависимостей 
видно, что с увеличением толщины прокладки 
с 50 до 120 мм уменьшаются статические и ди­
намические жесткости подушек, а также сни­
жается частота резонанса груза на подушке. 
При указанном изменении толщины проклад­
ки статическая жесткость подушки из резины 
1-й категории твердости снижается с 39,1 до 
18,2 кН/м, а динамическая – с 90,5 до 32 кН/м. 
Частота резонанса груза на подушке при этом 
уменьшается с 5,6 до 3,48 Гц. Для подушек из 

Рис. 1. Схема замеров и регистрации динамических характеристик подушки сиденья
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Рис. 2. Амплитудно-частотные характеристики колебаний груза на подушках сидений в зависимости от толщины 
подушки и категории твердости резины (слева 1-й категории, справа 2-й)

Рис. 3. Изменение статической, динамической жесткости подушки и коэффициента передачи вибраций в зависимо­
сти от категории резины и толщины прокладки

 
Рис. 4. Изменение коэффициентов вязкого сопртивления и параметра затухания в зависимости от категории рези­

ны и толщины прокладки
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резины 2-й категории твердости наблюдается 
аналогичный характер изменения указанных 
параметров.

Анализ приведенных на рисунках данных 
показывает, что:

– при динамическом нагружении жесткость 
подушки в 1,8–2,4 раза больше, чем в статике;

– параметр затуханий колебаний груза на 
подушке составляет 0,13–0,19 и 0,145–0,16 со­
ответственно для подушек из резины I-й и 2-й 
категории твердости;

– подушки из резины 1-й категории твер­
дости при толщине прокладки Н = 50–100 мм 
обеспечивают несколько лучшее затухание ко­
лебаний (kсопр = 912–285 Н⋅с/м), чем подушки 
из резины 2-й категории твердости (kсопр = 
687–285 Н⋅с/м).

Проверка полученных значений динамиче­
ской жесткости и коэффициентов вязкого сопро­
тивления показала, что обеспечивается хоро­
шее совпадение расчетной амплитудно-частот­
ной характеристики (АЧХ) с эксперименталь­
ной и приемлемая для расчетных исследований 
точность аппроксимации виброзащитных 
свойств подушки в диапазоне частот 2–13 Гц, 
где расхождение расчетных и эксперименталь­
ных коэффициентов передачи не превышает 
10–15%. На частоте 20 Гц расхождение увели­
чивается и достигает 30–40%. Учитывая, что 
уровень вибрации в октавной полосе 16 Гц 
(11,2–22,4 Гц) небольшой и не является лими­
тирующим для большинства грузовых автомо­
билей, это дает основание для использования 
линейной модели подушки при расчетном ис­
следовании сиденья, когда не требуется высо­
кая точность в этой области.

В тех случаях когда требуется более высо­
кая точность (расхождение <10%) в октавной 
полосе 16 Гц, целесообразно использовать сле­

дующую модель (рис. 5), в виде 2-х упругих 
элементов (соответствующих статической и ди­
намической жесткостям. Последняя ограниче­
на величиной «сухого» трения и двух демпфи­
рующих элементов (один с чисто линейной,  
а другой с линейной характеристиками, но  
с ограниченной максимальной величиной).

Усилия упругих и демпфирующих элемен­
тов можно описать следующими уравнениями, 
базируясь на анализе работ [6–8],
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Fстат = Сстат (Zосн – Zгр); Fсопр2 = kсопр2 (Zосн – Zгр)

где Сстат , Сдин – статическая и динамическая 
жесткость подушки; kсопр1, kсопр2 – коэффици­
енты вязкого сопротивления в подушке; Fтр1, 
Fогр – максимальные значения трения, ограни­
чивающего усилия от динамической жестко­
сти и демпфирующего элем ента; Z осн, Z гр – 
текущее значение виброскорости основания  
и груза на подущке; Zстат, Zгр текущее значение 
перемещений основания и груза на подущке.

Параметры этих элементов в зависимости 
от толщины прокладки приведены на рис. 6. 
Значения величин: Fогр = 0,005 кН⋅с/м, Fтр1 = 
0,0029 кН⋅с/м. 

Блок-схема реализации этой модели в па­
кете Matlab/Simulink приведена на рис. 7.

Влияние подушки на вибронагруженность 
водителя ТС. Исследование влияния подушки 

Рис. 5. Модель подушки, обеспечивающая более кор­
ректное совпадение в октавной полосе 16 Гц
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подрессоренного сиденья на вибронагружен­
ность водителя проведено путем виртуального 
моделирования колебаний грузового автомо­
биля 6х6, движущего по булыжному шоссе  
с реальным микропрофилем. Использована ко­
лебательная модель, приведенная в работе [9]. 
Влияние толщины прокладки подушки показа­
но на рисунке 8. Из него видно, что изменение 
толщины подушки практически мало влияет 

на уровень вибраций водителя. Такой же ха­
рактер наблюдался при экспериментальных 
исследований сидений, проведенных на се­
дельных тягачах [6]. По данным работы [10] 
выбор толщины прокладки больше обуславли­
вается физиологическими факторами – обе­
спечение равномерного распределения давле­
ния на таз водителя и кровообращения. Однако 
исключать подушку из колебательной модели 

Рис. 6. Изменение параметров усовершенствованной колебательной модели подушки в зависимости от категории 
резины и толщины прокладки

Рис. 7. Блок-схема реализации усовершенствованной модели подушки в пакете Matlab/Simulink
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нежелательно, так как это приводит к увеличе­
нию некорректности получаемых данных в ок­
тавах 8, 16 Гц [6]. Исходя из опыта производи­
телей оптимальная толщина подушки состав­
ляет 75–80 мм.

Заключение
1. Проведенными исследованиями опреде­

лены статические и динамические характери­
стики подушек сидений. Получены их зависи­
мости от толщины прокладки и категории 
твердости резины.

2. Установлено, что:
– при динамическом нагружении (5 Гц) 

жесткость подушки увеличивается в 1,8–2,4 
раза по сравнению со статическими замерами;

– параметр затуханий колебаний груза на 
подушке составляет 0,13–0,19 и 0,145–0,16 со­
ответственно для подушек из резины I-й и 2-й 
категории твердости;

– подушки из резины I-й категории твердо­
сти при толщине прокладки Н = 50–120 мм 
обеспечивают несколько лучшее затухание ко­
лебаний (kсопр = 912–285 Н⋅с/м), чем подушки 
из резины 2-й категории твердости (kсопр = 
687–285 Н⋅с/м).

3. Линейная модель подушки обеспечивает 
приемлемую погрешность (10–15%) в полосе 

частот 2–13 Гц. Однако на частоте 20 Гц (ок­
тавная полоса 16 Гц (11,2–22,4 Гц)) расхожде­
ние возрастает до 30–40%. Линейная модель 
может быть использована, когда не требуется 
высокая точность расчетов в этой области.

4. В тех случаях, когда требуется более 
точное совпадение АЧХ в широком диапазоне 
необходимо использовать предложенную усо­
вершенствованную модель в виде 2-х упругих 
элементов (соответствующих статической и ди­
намической жесткостям, последняя ограниче­
на величиной «сухого» трения) и двумя амор­
тизаторами (один с линейной, а другой с ли­
нейной характеристиками с ограниченными 
величинами) с подобранными параметрами.

5. В случае использования подрессоренно­
го сиденья изменение толщины подушки не­
значительно влияет на уровень вибраций во­
дителя. Выбор толщины прокладки больше 
обуславливается физиологическими фактора­
ми – обеспечение равномерного распределе­
ния давления на таз водителя и кровообраще­
ния. Однако исключать подушку из колеба­
тельной модели нежелательно, так как это 
приводит к увеличению некорректности полу­
чаемых данных в октавах 8, 16 Гц. Исходя из 
опыта производителей оптимальная толщина 
подушки составляет 75–80 мм.

Рис. 8. Влияние подушки на уровень вибраций водителя ТС в третьоктавных полосах частот
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Vladimir Mikhailov

RESEARCH, APPROXIMATION OF CHARACTERISTICS OF PILLOWS  
OF SEATS AND INFLUENCE ON VIBRATION OF DRIVER OF TRUCK 

Are considered a situation developed in the field of modelling of fluctuations of vehicles (truck), the attention on low vi-
broisolation properties of seats is focused. One of the reasons which the weak level of scrutiny of real characteristics of a pil-
low of a seat is. The technique of tests of pillows of seats is resulted, dependences of change of their parametres on a thickness 
of a layer pad of a pillow and a rubber category are received.

The advanced mathematical model of a pillow of the seat, providing good coincidence of the peak-frequency characteris-
tic in a strip of frequencies of 2–20 Hz and the block-schema of its realisation in package MATLAB\SIMULIK is offered, al-
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lowing more to model fluctuations on a workplace of the driver of a vehicle more precisely. Pillow influence on vibration 
properties of seats is investigated.

Keywords: the Vehicle, a pillow, a seat, vibration, vibroisolation properties, modelling of fluctuations on a workplace of 
the driver.
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TOMOGRAPHIC MAMMOGRAPHY  
AND TOMOSYNTHESIS USING OPENGL

1Institute of Applied Physics of NAS of Belarus 
2Belarusian National Technical University

Computed tomography is still being intensively studied and widely used to solve a number of industrial and medical 
applications. The simultaneous algebraic reconstruction technique (SART) and Bayesian inference reconstruction 
(BIR) are considered as advantageous iteration methods that are most suitable for improving the quality of the 
reconstructed 3D-images. The paper deals with the parallel iterative algorithms to ensure the reconstruction of three-
dimensional images of the breast, recovered from a limited set of noisy X-ray projections. Algebraic method of 
reconstruction with simultaneous iterations – SART and iterative method for statistical reconstruction of BIR are 
deemed to be the most preferred iterative methods. We believe that these methods are particularly useful for improving 
the quality of breast reconstructed image. We use the graphics processor (GPU) to accelerate the process of 
reconstruction. Preliminary results show that all investigated methods are useful in breast reconstruction layered 
images. However, it was found that the method of classical tomosynthesis SAA is less efficient than iterative methods 
SART and BIR as the worst suppress the anatomical noise. Despite the fact that the estimated ratio of the contrast / 
noise ratio in the presence of internal structures with low contrast is higher for classical tomosynthesis method the SAA, 
its effectiveness in the presence of highly structured background is low. In our opinion the best results can be achieved 
using statistical iterative reconstruction BIR.

Keywords: cone beam computed tomography, mammography, image reconstruction, image processing, image enhan-
cement

Introduction
Digital tomographic mammography is a prom-

ising technology that can provide a three-dimen-
sional structural information with using the three-di-
mensional reconstruction of the breast image 
from a set of two-dimensional projection mam-
mography [1–2]. As was shown in [3] tomograph-
ic mammography can significantly reduce the ef-
fect of «camouflage» of overlapping breast tissue 
and improve the detection of damaged areas. 
Manufacturers of numeral mammography sys-
tems have developed tomographic mammograph 
prototypes and conduct clinical tests in order to 
find advantages that they can provide in compari-
son with the conventional digital mammography. 
The concept of using traditional tomosynthesis 
for the purpose of tomographic mammography 
was proposed in [4]. Later, it was developed in [5]. 

The number of X-ray projections is restricted 
by the general X-ray dose that is received by a pa-
tient when collecting them; this dose must be 
comparable to the one received by a patient during 
standard mammography (i. e., two digital X-ray 

images). Essentially, the reconstruction of a 3D 
breast image is limited-angle cone beam tomogra-
phyParallelization reconstruction algorithm was 
based on the use of graphics library OpenGL [8, 9]. 

Materials and methods
1. Tomographic mammography
In order to check the feasibility of the cone 

beam tomographic reconstruction of a breast giv-
en a limited viewing angle, the following methods 
are used: SART, SAA, and BIR. The efficiency of 
the methods is checked by reconstructing the fol-
lowing 3D-images of three different medical mam-
mographic phantoms: 1) CIRS Model 015 Mam-
mographic Accreditation Phantom (ACR phan-
tom); 2) Mammography BR3D Phantom; and  
3) MTM-100 Tissue-Equivalent Phantom. The 
experimental X-ray projections (mammograms) 
were obtained using Mammoscan mammography 
apparatus (ADANI) that is equipped with a spe-
cial manipulator for rotating the medical model 
objects (phantoms) under study. The system of the 
X-ray data collection involves a special manipula-
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tor that rotates medical physical phantoms around 
a horizontal axis. The X­ray projection images lo­
cated within the angular range 20° are collected 
for the 21­st angle with the stepping 2°. Fig. 1.1 
and 1.2 show the results of reconstructing three 
medical phantoms (characteristic layers of 3D­im­
ages are presented). 

In order to estimate the reconstructed images, 
the contrast and RMS are calculated and the con­
trast/noise ratio (CNR) for selected structural ele­
ments, such as masses and calcifications located 
in the focal plane, is determined. The contrast/
noise ratio is calculated as follows:

CNR = feature BG

BG

I I−

σ
,

where Īfeature and ĪBG are the average intensities of 
pixels of the object and background, respectively, 
and sBG is the RMS value of the intensity of back­
ground pixels. The background region required 
for estimating the noise level is chosen depending 
on the maximal internal object to be examined.  
A square region of size 55×55 pixels, which is 
away from all internal objects and outer boundar­
ies of the 3D­image under study, is used. This re­
gion is located in the layer where the internal ob­

Fig. 1.1. Comparison of (a) the central projection and the reconstructed layers of the ACR phantom that are obtained using 
(b) SART, (c) BIR, and (d) SAA 

Fig. 1.2. Comparison of (a) the central projection and the reconstructed layers of the BR3D phantom that are obtained using 
(b) SART, (c) BIR, and (d) SAA
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ject is. The region of size 10×10 pixels with the 
center coincident with the center of the calcifica­
tion is used to estimate the parameters of the cal­
cifications. In order to obtain the required esti­
mates, the ACR mammographic accreditation 
phantom is proved to be the most suitable for all 
the reconstruction methods. First, note that SAA 
reconstructs internal objects with low contrast and 
considerably smoothens their borders, while both 
iteration methods (SART and BIR) reconstruct 
the internal features with much better contrast and 
distinguish the edges of inhomogeneities more 
clearly. On the other hand, SAA provides a smooth­
er background image with very low noise, while 
both iteration methods considerably increase the 
noise level. 

Fig. 1.3 shows the profiles of pixels intensities 
along the lines passing through the center of the 

calcification (number 7; below С7) for SAA, SART, 
and BIR. Fig. 1.4 shows that the best of the con­
trast/noise ratio for calcifications image provides 
a method of statistical iterative reconstruction.

2. Reconstruction of the breast image using 
the methods BIR and FBP for projections of 
real patients

The mammography projection data has been 
provided by University Medical Center Mann­
heim. We are experienced in this work a heuristic 
iterative algorithm on theoretical grounds close to 
the algorithm published in [10] but differs primar­
ily by the fact that we use the correction of the 
current approach by minimizing the residuals for 
the radial integrals, not intensities. The proposed 
reconstruction algorithm (Bayesian Inference En­
gine, BIR) [11] can be written as

Fig. 1.3. Profiles intensities of voxels along the lines passing through C7 calcification in the images obtained by the methods 
SART, BIR and SAA

Fig. 1.4. CNR profiles calcifications C7. Methods of SART, BIR, SAA

Fig. 1.5. CNR profiles for the «masses» M12. Methods of SART, BIR, SAA
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where ( )k
jx  – the value of the j­th component of 

the vector of unknowns at the k­th iteration, Aij – 
elements of the projection matrix, pi – the value of 
the measured radial integral in the pixel number i, 
l(k) – sequence relaxation parameter values (0 < 
l(k) <1).

Correction algorithm represented by the for­
mula (2.1) is nearly as convenient for paralleliza­
tion via graphics library OpenGL, as well as a well­
known algorithm SART [6]. Fig. 2.1 shows the 
projection breast of one of the patients for angles 
–1,04° and 0,32°. For tomographic reconstruc­
tions were used 25 X­ray projections. All the pro­
jections are arranged in an angular range of 50 
degrees. Results of reconstructions are shown be­
low in Fig. 2.2.

3. Results
The traditional shift­and­add (SAA) tomosyn­

thesis is established to be less efficient than SART 
and BIR in terms of the anatomical­noise reduc­
tion and blurring of reconstructed 3D images be­
tween conjugate layers. Despite the fact that the 
estimated contrast–noise ratio, given internal 
structures with low contrast, is higher for SAA as 
compared to SART and BIR, its efficiency is very 
low given the highly structured background. In 
our opinion, optimal results can be achieved using 
BIR.

The experiments with the ACR phantom show 
that SAA provides less noisy images of low­con­
trast internal objects (masses) with a higher con­
tras–noise ratio (see Fig. 1.5) as compared to 
SART and BIR. However, both iteration methods 
provide the considerable improvement of the con­
trast of the reconstructed images that involve both 
high­contrast and low­contrast internal inclusions 
and considerably reduce the blurring between lay­
ers and the corresponding artifacts. 

Fig. 2.1. X­ray projection breast of patient for angles –1,04° (left) and 0,32° (right)

Fig. 2.2. The orthogonal cross­sectional images xoy for slice number 28. Simens reconstruction (left) and BIR reconstruc­
tion (right)
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The experiments with the BR3D medical phan­
tom, which has a complex heterogeneous back­
ground that simulates the internal structure of the 
breast, show that SAA results in sharp blurring 
artifacts along the motion of the X­ray source 
and, therefore, considerably reduces the contrast 
and spatial resolution of the internal structure of 
the reconstructed 3D images (see Fig. 1.2). Thus, 
the main advantages of both iteration methods are 
1) the considerably better contrast for both the in­
ternal objects of the mass type and the high­densi­
ty internal object of the calcification type and  
2) reduction of the blurring between horizontal 
layers of reconstructed 3D­images and the overall 
number of various artifacts.

After analyzing the results of breast recon­
struction using the standard method of FBP (Si­
mens) and statistical iterative method BIR radiol­
ogists came to the underwritten opinion. Radiolo­
gists think that the BIR case looks much better 
when it comes to representation of the parenchy­
ma, and glandularity (given that the glandular tis­
sues have a different contrast than the fattier tis­
sues; one can better differentiate between them). 
They also said that the resolution seemed to be 
higher for the BIR. The spiculated lesion is evi­
dent at both reconstructions (would most likely be 
detected at both), but may appear more dense at 
the BIR. In­plane artifacts appear for both meth­

ods for instance for the calc in the center of the 
mass, but seem somewhat decreased for the BIR 
method. Out­of­plane artifacts evidently appear 
for calcifications for both methods. Radiologists 
think that the lesion in the FBP looks more ‘flat’, 
while it appears more 3D­like in the Bayesian; 
sharper edges in the FBP; more soft appearance in 
the Bayesian. This is shown in Figure 2.2. The in­
plane artifacts also seem to be more pronounced 
in the FBP for the coarse calcification. The FBP 
generally seem to be more noisy. 

Conclusions
The authors developed three­dimensional ima­

ge reconstruction algorithms for a circular scan 
pattern in the conical X­ray beam. It is shown 
that by using the GPU and OpenGL libraries can 
be more than an order to increase the speed of 
the algorithm, and the simultaneous use of the 
regularization method anisotropic total variation 
provided significant reduction in the noise com­
ponent while maintaining good contrast of the 
reconstructed image. In this paper the authors 
proposed to develop a parallel heuristic algo­
rithm for the reconstruction of the circular scan 
pattern in the conical X­ray beam. For the recon­
struction of the image of the breast is the most 
preferred method of statistical iterative recon­
struction BIR.
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ТОМОГРАФИЧЕСКАЯ МАММОГРАФИЯ И ТОМОСИНТЕЗ  
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ OPENGL

1ГНУ «Институт прикладной физики НАН Беларуси» 
2Белорусский национальный технический университет

Компьютерная томография продолжает интенсивно исследоваться и широко использоваться для решения раз-
личных индустриальных и медицинских проблем. Алгебраический метод реконструкции с одновременными итерация-
ми (SART) и Байесовская итерационная реконструкция (BIR) являются передовыми итерационными методами, ко-
торые наиболее подходят для улучшения качества реконструированных трехмерных изображений. В работе рассмо-
трены параллельные итерационные алгоритмы, обеспечивающие реконструкцию трехмерных изображений молоч-
ной железы, восстановленных из ограниченного набора зашумленных рентгеновских проекций. Алгебраический метод 
реконструкции с одновременными итерациями – SART и итерационный метод статистической реконструкции BIR 
рассматриваются здесь как предпочтительные итерационные методы. Мы считаем, что эти методы являются 
вполне пригодными для улучшения качества реконструируемых изображений молочной железы. Для ускорения про-
цесса реконструкции мы используем графический процессор (GPU). Предварительные результаты показывают, что 
все исследуемые методы являются пригодными для послойной реконструкции изображений молочной железы. Одна-
ко было установлено, что метод классического томосинтеза SAA является менее эффективным, чем итерационные 
методы SART и BIR, так как хуже подавляет анатомический шум. Несмотря на то, что оцененное отношение кон-
траст/шум при наличии внутренних структур с низким контрастом является более высоким для метода классиче-
ского томосинтеза SAA, его эффективность в присутствии сильно структурированного фона является низкой.  
По нашему мнению оптимальные результаты могут быть достигнуты при использовании статистической итера-
ционной реконструкции BIR.

Ключевые слова: Коническая вычислительная томография, реконструкция изображений, обработка изображе-
ний, улучшение изображений.
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Стремительное развитие методов помехоустойчивого кодирования, криптографии, теории синтеза сиг-
налов, основанных на принципах многозначной логики, диктуют необходимость более полного изучения форм 
представления функций многозначной логики. В частности, для булевых функций широкое распространение 
получила алгебраическая нормальная форма, известная также как полином Жегалкина, которая хорошо опи-
сывает многие криптографические свойства булевых функций. В настоящей статье формализуется понятие 
алгебраической нормальной формы функции многозначной логики. Предложены методы синтеза алгебраиче-
ской нормальной формы 3-функций и 5-функций, которые работают по аналогии с преобразованием Рида-
Маллера для булевых функций: на основе рекуррентно синтезируемых матриц преобразования. Выдвинута 
гипотеза, определяющая правила синтеза матриц как для перехода от таблицы истинности к коэффициен-
там алгебраической нормальной формы, так и обратного преобразования для любого, наперед заданного коли-
чества переменных 3-функции либо 5-функции. В статье также введено определение алгебраической степени 
нелинейности функций многозначной логики и S-блока подстановки, основанных на принципах многозначной 
логики. Так, разработанный метод синтеза алгебраической нормальной формы 3-функций применен к извест-
ной конструкции рекуррентного синтеза S-блоков длины N = 3k, в результате чего вычислены их алгебраиче-
ские степени нелинейности. Полученные результаты могут стать основой как для дальнейших теоретиче-
ских исследований, так и для практического применения: разработки новых криптографических примитивов, 
корректирующих кодов, алгоритмов сжатия информации, сигнальных конструкций, алгоритмов блочного  
и поточного шифрования, основанных на перспективных принципах многозначной логики. Кроме того, методы 
синтеза алгебраической нормальной формы функций многозначной логики являются основой для их программ-
ной и аппаратной имплементации.

Ключевые слова: алгебраическая нормальная форма, многозначная логика, преобразование Рида-Маллера.

Введение
Современный этап развития информаци­

онных технологий характеризуется активным 
исследованием свойств и внедрением принци­
пов многозначной логики. То обстоятельство, 
что многозначная логика допускает более двух 
(q > 2) истинностных значений для высказыва­
ний, делает её привлекательной для создания 
корректирующих кодов, криптографических 
алгоритмов, алгоритмов сжатия информации, 
а также для построения систем сигналов. Так, 
в работах [1, 2] изучено применение q-ичных 
ортогональных преобразований для техноло­
гии CDMA, в работе [3] изучаются свойства 
корректирующих кодов, работы [4, 5] посвя­
щены разработке методов синтеза сигнальных 
конструкций, основанных на принципах мно­
гозначной логики.

В работе [6] заложены основы конструиро­
вания криптографических примитивов на базе 
многозначной логики, в рамках чего предло­
жен метод построения оптимальных троичных 
криптографических S-блоков подстановки дли­
ны 3k, k ∈ .

Тем не менее, развитие методов телеком­
муникационных технологий, основанных на 
возможностях многозначной логики, все еще 
находится на начальном этапе, что делает ак­
туальной как с практической, так и с теорети­
ческой точки зрения задачу изучения форм 
представления функций многозначной логики 
или, кратко, q-функций.

Важнейшим инструментом, положенным  
в основу многих методов оценки криптогра­
фических свойств булевых функций, является 
полином Жегалкина, или алгебраическая нор­
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мальная форма (АНФ). Так, с помощью АНФ 
оценивается алгебраическая степень нелиней­
ности S-блоков подстановки, вводится поня­
тие расстояния нелинейности [7]. На основе 
АНФ булевых функций предложен метод по­
строения таких совершенных алгебраических 
конструкций, как бент-функции [8], которые 
играют существенную роль в теории кодиро­
вания и криптографии. АНФ также является 
основой построения важных в теории кодиро­
вания корректирующих кодов Рида-Маллера [9].

Отметим также, что АНФ булевых функ­
ций важны для реализации программируемых 
логических интегральных схем (ПЛИС). Еще 
одним применением АНФ является построе­
ние генераторов псевдослучайных ключевых 
последовательностей [10]. 

Из перечисленного уже ясна актуальность 
построения методов синтеза АНФ произволь­
ной q-функции.

С другой стороны, быстрые методы нахож­
дения АНФ, как и точное определение АНФ 
введено в литературе только для булевых функ­
ций, что ограничивает дальнейшее развитие 
теории и практики использования принципов 
многозначной логики в телекоммуникацион­
ных системах.

Целью настоящей статьи является разработ­
ка методов синтеза АНФ 3-функций и 5-функ-
ций. 

1. Методы синтеза АНФ булевых функций
Способ представления булевых функций  

с помощью АНФ был предложен в 1927 году 
российским исследователем Иваном Жегалки­
ным [11] и с тех пор получил значительное 
распространение, связанное со многими свой­
ствами, которые следуют из данной формы 
представления.

Определение 1 [12]. Полиномом Жегалки­
на называется полином над 2Z  с коэффициен­
тами {0,1}ia ∈ , содержащий операции «Исклю-
чающее ИЛИ» и «Конъюнкция».

Жегалкиным была доказана теорема: каж­
дая булева функция может быть единственным 
образом представлена в виде АНФ.

Полином Жегалкина, состоящий из N = 2k 
термов, в общем виде может быть легко запи­
сан для булевых функций k переменных при 
любом, наперед заданном, значении k. Напри­
мер, для булевых функций четырех перемен­

ных общий вид АНФ может быть представлен 
следующим образом:

1

1 2 3 4 0 4 4 3 3
0

34 3 4 2 2 24 2 4 23 2 3

234 2 3 4 1 1 14 1 4 13 1 3

134 1 3 4 12 1 2 124 1 2 4

123 1 2 3 1234 1 2 3 4
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a x x x a x x x x

−

=
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+ + + + +

+ + + +

+ +

∑

 (1)

где коэффициенты {0,1}ia ∈  являются различ­
ными для различных булевых функций.

Задача поиска АНФ конкретной булевой 
функции сводится к нахождению значений ко­
эффициентов { }iA a= . Для решения данной 
задачи в литературе предложено достаточно 
большое количество методов, например, метод 
на основе карт Карно, метод треугольника, ме­
тод Паскаля и другие. Тем не менее, с вычисли­
тельной точки зрения, наиболее привлекатель­
ным является преобразование Рида-Маллера 
[12], позволяющие получить все коэффициен­
ты АНФ путем умножения таблицы истинно­
сти булевой функции на матрицу Рида-Малле­
ра L, которая строится в соответствии с рекур­
рентным правилом

 
[ ]1 2

1 1
1 ,

00 1
n n

n n
n

L L
L L L

L
  

= = ⊗ =   
   

, (2)

где ⊗  – знак произведения Кронекера.
Матрица L обладает тем свойством, что над 

алфавитом {0,1}  для любого ее порядка вы­
полняется равенство 1L L− = .

С учетом (2) для булевой функций k пере­
менных могут быть легко найдены все коэф­
фициенты её АНФ путем умножения матрицы 
преобразования порядка N = 2k на таблицу ис­
тинности булевой функции f. Естественным 
является и обратное преобразование

 ,n nA fL f AL= = , (3)
Таким образом, (3) полностью определяет 

прямое и обратное преобразование Рида-Мал­
лера, позволяющее путем простого матрично­
го умножения получить коэффициенты АНФ 
произвольной булевой функции.

2. Метод синтеза АНФ 3-функций
Аппарат алгебраической нормальной фор­

мы булевых функций, являющийся мощным 
инструментом их исследования и практиче­
ского использования, может быть расширен на  
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q-функции, которые получили существенное 
распространение в современных информаци­
онных технологиях.

Определение 2 [6]. Функцией q-значной ло­
гики k переменных называется отображение 
{ } { }0,1,2,..., 1 0,1,2,..., 1kq q− → − , q – простое. 
При 2q =  получаем булевы функции.

Функция трехзначной логики (3-функция) – 
это отображение { } { }0,1,2 0,1,2k → , т. е. прави­
ло, однозначно сопоставляющее вектору из k 
координат, принимающих значения 0, 1, 2 зна­
чение 0,1 или 2. 

Аналогично полиномам Жегалкина для слу­
чая булевых функций мы вводим определение 
алгебраической нормальной формы q-функ ций.

Определение 3. Алгебраической нормаль­
ной формой q-функции называется полином Ф 
над Zq степени deg( ) qΦ <  с коэффициентами 

{0,1,..., 1}ia q∈ − , содержащий операции «Сум-
ма по модулю q» и «Умножение по модулю q».

Пример. Рассмотрим 3-функции k = 2 пере­
менных, таблица истинности которых имеет 
длину N = 9 и может быть представлена в об­
щем виде

 00 01 02 10 11 12 20 21 22{ , , , , , , , , }f f f f f f f f f f= . (4)
С другой стороны, в соответствии с Опре­

делением 2 для 3-функций двух переменных 
можно выписать полином АНФ в общем виде

2
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+

+
 (5)
где { }0,1,2ija ∈ – искомые коэффициенты.

Для того чтобы связать искомые коэффи­
циенты aij с элементами таблицы истинности 
3-функции (4), записываем соответствующую 
систему уравнений
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где знак «+» следует понимать как сложение 
по модулю 3.

Представляя найденную систему уравне­
ний в матричной форме, получаем, соответ­
ственно, матрицу 1

9L−  для случая 3-функций 
двух переменных

 

1
9

1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0 0
1 2 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 1 1 2 1 1 2 1
1 0 0 2 0 0 1 0 0
1 1 1 2 2 2 1 1 1
1 2 1 2 1 2 1 2 1

L−

 
 
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 
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 
 
 
 

. (7)

Проведенные эмпирические исследования 
позволили выдвинуть гипотезу: построение 
матриц обратного преобразования АНФ 1

nL−  
порядка n, кратного трем, может быть осу­
ществлено в соответствии со следующей ре­
куррентной формулой
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1 [1]L− = , (8)

где по знаком «0» понимается нулевая матри­
ца порядка n.

Вычислительные эксперименты, проведен­
ные в среде Matlab, позволили подтвердить 
правильность выдвинутой гипотезы для прак­
тически ценных значений 6n < . Тем не менее, 
аналитическое доказательство (8) может пред­
ставлять математический интерес, и являться 
предметом дальнейших исследований.

Для нахождения матрицы прямого преобра­
зования (необходимой для расчета коэффициен­
тов АНФ) матрица 1

nL−  должна быть обращена

 
1 1 1( ) adj( ) det ( )L L L L− − −= = ⋅ , (9)

где adj( )L  – союзная матрица над алфавитом 
{0,1,2}, 1det ( )L−  – элемент, обратный к опреде­
лителю матрицы L .

Для матрицы (7), т. е. для случая 3-функ­
ций двух переменных обратная матрица имеет 
следующий вид
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Отметим важное свойство: в отличие от слу­
чая булевых функций, для q-функций при q  > 2 
матрицы прямого и обратного преобразования 
АНФ не совпадают.

Основываясь на (7), (8) и (9), можем записать 
регулярный метод нахождения АНФ 3-функ ций 
произвольного количества переменных в виде 
шагов.

Шаг 1. Основываясь на (8) с учетом (7) 
найти матрицу обратного преобразования 1

nL−  
необходимого порядка 3kn = .

Шаг 2. На основе (9) либо же с использо­
ванием одного из известных алгоритмов обра­
щения матриц над алфавитом {0,1,..., 1}q −  [13] 
найти матрицу L .

Шаг 3. В соответствии с (3) вычислить ис­
комые коэффициенты АНФ.

Рассмотрим пример, иллюстрирующий ра­
боту предложенного метода. Пусть, например, 
задана 3-функция пяти переменных в виде сво­
ей таблицы истинности

{00022211100022211100022211100022
211100022211100022211100022211100022
211100022211100022211100022211100022
211111100022211102022111101022011100
022211100120211100221200022211100022
211100022211122211100

f =

022211002022211
2010222111000222121001222101002}.

(11)

Путем умножения таблицы истинности 
булевой функции (11) на матрицу 243L , по­
строенную в соответствии с (8), получаем ко­
эффициенты АНФ интересующей нас 3-функ­
ции

{00020000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000010000
000000001000000000000000000000000000
000000000000000000000

A =

000000000100000
0000000000000000000000000000000},

 (12)

а также, собственно, АНФ

 

2
4 1 2

2 2 2 2
1 2 3 4 5 1 2

1 2 3 4 5

3 4 5

( , , , , 2)
.

x x x
x

x x
x x x x x x

x x
x x

x
x
+ +

+ +
Φ =  (13)

Подстановка значений 1 2 3 4 5{ , , , , }x x x x x  в (13) 
позволяет снова вернуться к таблице истинно­
сти (11), что подтверждает правильность по­
лученной АНФ.

Отметим, что подобно преобразованию Ри-
да-Маллера (3), применение разработанного 
регулярного метода нахождения АНФ 3-функ­

ций по вычислительной сложности эквива­
лентно умножению матрицы на вектор, при 
условии, что матрица преобразования найдена 
заблаговременно. Данное свойство предложен­
ного метода обуславливает его высокую прак­
тическую ценность. 

3. Метод синтеза АНФ 5-функций
Аналогичным образом могут быть найде­

ны матрицы преобразования 1L−  и L  для слу­
чая 5-функций. Эмпирические исследования 
позволили сформулировать гипотезу: матрицы 

1L−  для 5-функции любого числа переменных 
могут быть найдены с помощью следующей 
рекуррентной формулы

1

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

5
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

0 0 0 0

2 4 3
3 4 2
4 4

n

n n n n n
n n n n n n

n n n n n

n n n n n

L
L L L L L

L L L L L L
L L L L L
L L L L L

−

− − − − −

− − − − − −

− − − − −

− − − − −

 
 
 =
 
 
  

, 

 1
1 [1]L− = , (14)

где под знаком «0» понимается нулевая матри­
ца порядка n.

Для обращения матриц над конечными по­
лями существуют хорошо разработанные ме­
тоды, см., например, [13].

В качестве примера приведем матрицы 1
25L−  

и 25L  соответственно.

1
25

1000000000000000000000000
1111100000000000000000000
1243100000000000000000000
1342100000000000000000000
1414100000000000000000000
1000010000100001000010000
1111111111111111111111111
1243112431124311243

L− =

112431
1342113421134211342113421
1414114141141411414114141
1000020000400003000010000
1111122222444443333311111
1243124312431243124312431
1342121342421343421313421
1414123232414143232314141
1000030000400002000010000
1111133333444442222211111
1243131243431242431212431
1342134213421342134213421
1414132323414142323214141
1000040000100004000010000
1111144444111114444411111
1243143124124314312412431
1342142134134214213

,

413421
1414141414141414141414141

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
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25

1000000000000000000000000
0423100000000000000000000
0411400000000000000000000
0432100000000000000000000
4444400000000000000000000
0000040000200003000010000
0000001324034120214304231
000000144103223023320

L =

4114
0000001234031420241304321
0000011111333332222244444
0000040000100001000040000
0000001324042310423101324
0000001441041140411401441
0000001234043210432101234
0000011111444444444411111
0000040000300002000010000
0000001324021430341204231
0000001441023320322304114
0000001234024130314204321
0000011111222223333344444
4000040000400004000040000
0132401324013240132401324
0144101441014410144101441
0123401234012340123401234
1111111111111111111111111

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    (15)

Обобщая метод, разработанный ранее для 
3-функций, приведем пример, иллюстрирую­
щий полученные результаты для 5-функций. 
Пусть 5-функция трех переменных задана сво­
ей таблицей истинности

{01234043210314203142043211234014
402131341443112303401234324440212411
324140440123444104121341022443421234

010233134141143314240}.

f =
 (16)

Путем умножения таблицы истинности 
5-функ ции (16) на матрицу 125L  получаем ко­
эффициенты АНФ

{01000000000300000000000000000000
004000000000000000100000200000000000
000000000000000000030000000000000000

000000000000000000000},

A =
 (17)

и теперь легко выписать АНФ рассматривае­
мой 5-функции

 

2 4
3 2 3 1 2 3

2 2 3 2 2
1 1 2

1 2 3

3 1 2 3

( , , )
.

3 4
2 3

x x x x x x
x

x x
x x x x x x

x + + +Φ
+ + +

=  (18)

Непосредственными вычислениями значе­
ний 1 2 3( , , )x x xΦ  легко проверить правильность 
полученной формулы.

4. Некоторые практические приложения 
разработанных методов

В качестве примера работы предложенных 
методов синтеза АНФ функций многозначной 
логики исследуем алгебраическую степень не­

линейности, предложенных в [6] оптимальных 
троичных S-блоков подстановки. Так, рассмо­
трим оптимальный S-блок длины 27N =

{
}

27 0,2,24,26,25,14,13,12,1,9,11,6,8,7,23,
22,21,10,18,20,15,17,16,5,4,3,19 ,

S =  (19)

который можно представить в виде трех 3-функ-
ций трех переменных

  

1
2
3

{002221110110002221221110002};
{002221110002221110002221110};
{020212101020212101020212101},

f
f
f

= =
=

 (20)

для каждой из которых, зная соответствую­
щую матрицу 27L , нетрудно найти АНФ

 

2
3 3 2 1

2
3 3 2

2
3 3

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 3 22

2 2 ;
2

( , , )
( , , )
(

;
2 .,

2
, )

x x x x x x
x x x
x x x

x
x x x

x x x

Φ =
Φ =
Φ =

+ +
+ +

+ +

+
 (21)

Для нахождения алгебраической степени 
нелинейности S-блока подстановки (19) вос­
пользуемся определением [7].

Определение 4 [7]. Алгебраической степе­
нью нелинейности функции (обозначение:  
deg ( f )) называется степень слагаемого в поли­
номе АНФ, содержащего наибольшее число 
переменных.

Определение 5 [14]. Алгебраическая сте­
пень нелинейности S-блока подстановки опре­
деляется как минимум среди алгебраических 
степеней его компонентных функций.

Таким образом, с учетом (21) нетрудно уста­
новить, что алгебраическая степень нелинейно­
сти S-блока подстановки (19) 27deg( ) 2S = . 

Проведенные выборочные исследования 
S-блоков подстановки, генерируемых с помо­
щью метода рекуррентного увеличения длины 
[6], позволили установить, что алгебраическая 
степень нелинейности S-блоков подстановки 
не возрастает при увеличении их длины с по­
мощью метода [6]. 

Задача изучения алгебраических степеней 
нелинейности подстановочных конструкций, 
основанных на принципах многозначной логи­
ки и задача синтеза оптимальных, с точки зре­
ния максимизации алгебраической степени не­
линейности S-блоков подстановки, все еще 
ожидают своего решения.

Заключение
1. Предложены методы синтеза алгебраи­

ческой нормальной формы 3-функций и 5-функ-
ций допускающие нахождение коэффициентов 
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АНФ для q-функции любой длины. При этом, 
определено обратное преобразование, позво­
ляющее получить таблицу истинности 3-функ­
ций или 5-функций при наличии вектора коэф­
фициентов АНФ. Сложность предложенных 
методов практически эквивалентна сложности 
операции умножения матрицы на вектор.

2. Рассчитаны АНФ компонентных 3-функ­
ций оптимальных S-блоков подстановки. Уста­
новлено, что недостатком метода рекуррентно­

го увеличения длины оптимальных S-блоков 
подстановки является тот факт, что с увеличе­
нием длины их алгебраическая степень нели­
нейности не возрастает.

3. Предложенные методы синтеза АНФ мо­
гут быть использованы как для тестирования 
криптографических примитивов или построе­
ния корректирующих кодов, так и для аппарат­
ной или программной реализации 3-функций 
и 5-функций.
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A. V. Sokolov, O. N. Zhdanov, O. A. Ayvazian

SYNTHESIS METHODS OF ALGEBRAIC NORMAL FORM OF MANY-VALUED 
LOGIC FUNCTIONS

The rapid development of methods of error-correcting coding, cryptography, and signal synthesis theory based on the 
principles of many-valued logic determines the need for a more detailed study of the forms of representation of functions of 
many-valued logic. In particular the algebraic normal form of Boolean functions, also known as Zhegalkin polynomial, that 
well describe many of the cryptographic properties of Boolean functions is widely used. In this article, we formalized the no-
tion of algebraic normal form for many-valued logic functions. We developed a fast method of synthesis of algebraic normal 
form of 3-functions and 5-functions that work similarly to the Reed-Muller transform for Boolean functions: on the basis of 
recurrently synthesized transform matrices. We propose the hypothesis, which determines the rules of the synthesis of these 
matrices for the transformation from the truth table to the coefficients of the algebraic normal form and the inverse transform 
for any given number of variables of 3-functions or 5-functions. The article also introduces the definition of algebraic degree 
of nonlinearity of the functions of many-valued logic and the S-box, based on the principles of many-valued logic. Thus, the 
methods of synthesis of algebraic normal form of 3-functions applied to the known construction of recurrent synthesis of 
S-boxes of length N = 3k, whereby their algebraic degrees of nonlinearity are computed. The results could be the basis for 
further theoretical research and practical applications such as: the development of new cryptographic primitives, error-cor-
recting codes, algorithms of data compression, signal structures, and algorithms of block and stream encryption, all based on 
the perspective principles of many-valued logic. In addition, the fast method of synthesis of algebraic normal form of ma-
ny-valued logic functions is the basis for their software and hardware implementation.

Keywords: algebraic normal form, many-valued logic, Reed-Muller transform.
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Вследствие постоянного увеличения объема электронной текстовой информации современное общество 
испытывает острую потребность в автоматизированной обработке естественного языка (ЕЯ). Главное 
предназначение систем автоматической обработки ЕЯ – анализировать и синтезировать тексты, то есть 
преобразовывать тексты из их исходного вида в некоторое абстрактное представление, приближенное  
к представлению смысла, и обратно. Целью предлагаемой работы является разработка лингвистического  
и информационного обеспечения автоматической системы для обработки англоязычных публицистических 
текстов и ее последующая реализация в виде обучающей компьютерной программы. В статье рассматрива-
ются примеры различных подходов к технологии создания лингвистической базы данных для систем обработ-
ки текста естественного языка. Автор дает подробное описание основных структурных блоков принципиаль-
но нового лингвистического процессора: лексико-семантического, синтаксического и семантико-синтаксиче-
ского. Основным преимуществом данного процессора является использование в алфавитном словаре 
специальных семантических кодов в соответствии с разработанной лексико-семантической классификацией. 
Это позволяет автоматической системе точно определять семантические функции ключевых слов, входящих 
в выделенные в процессе синтаксического анализа группы. Что, в свою очередь, помогает избежать ошибок, 
характерных для такого рода систем.

Ключевые слова: система автоматической обработки ЕЯ, лингвистическое и информационное обеспечение, 
лингвистический процессор, обучающая компьютерная программа.

Введение

Естественный язык (ЕЯ) является неотъем­
лемой частью нашей повседневной жизни. Од­
нако вследствие постоянного увеличения объ­
ема электронной текстовой информации со­
временное общество испытывает острую по­
требность в автоматизированной обработке 
ЕЯ. Главное предназначение систем автомати­
ческой обработки ЕЯ – анализировать и синте­
зировать тексты, то есть преобразовывать тек­
сты из их исходного вида в некоторое абстракт­
ное представление, приближенное к представле­
нию смысла, и обратно. Помимо этого главно­
го предназначения, направленного на решение 
фундаментальной задачи моделирования ЕЯ, 
имеется и прикладной аспект. Способность ав­
томатической системы понимать и строить 
тексты может быть использована в приложе­
ниях, способных принести конкретную пользу. 
Предлагаемая работа посвящена разработке 
лингвистического и информационного обеспе­

чения автоматической системы для обработки 
англоязычных текстов и ее последующей реа­
лизации в виде обучающей компьютерной про­
граммы.

Общее описание и структура базы данных 
автоматической системы

Как уже говорилось выше, целью данной 
работы является разработка лингвистического 
и информационного обеспечения, на основе 
которого может быть создана система или, 
другими словами, построена функциональная 
модель, позволяющая раскрыть суть механиз­
ма создания такого текста, который был бы 
максимально удобным для восприятия челове­
ком. Анализ литературы, содержащей общие 
принципы процесса автоматической обработ­
ки текстов ЕЯ, показывает, что такого рода си­
стемы должны содержать три последователь­
ных блока: лексико-грамматический, синтак­
сический и блок семантического анализа тек­
стов [1].



Информационные технологии в образовании 79

1, 2016 СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ПРИКЛАДНАЯ ИНФОРМАТИКА

Целью лексико-грамматического анализа 
является разбор входного потока слов с рас­
познаванием частей речи: существительное, 
прилагательное, глагол, наречие и т. д., а также 
других морфологических параметров, таких 
как род, число, падеж и др. Основой данного 
блока является автоматический словарь. В на­
стоящее время наиболее используемыми явля­
ются словари словоформ, где для любого слова 
хранятся все его возможные формы с указани­
ем возможных лексико-грамматических классов. 
Для распознания неизвестных, т. е. не содер­
жащихся в словаре слов могут быть реализова­
ны алгоритмы идентификации, использующие 
формальные признаки частей речи (окончания, 
суффиксы и т. п.) [2]. 

На этапе лексико-грамматического анализа 
решается и проблема устранения лексической 
многозначности слов. Большое количество слов 
имеют одинаковое написание, но являются 
различными частями речи. Любому входному 
слову текста, учитывая контекст, необходимо 
поставить в соответствие единственный лекси­
ко-грамматический код. Данная задача являет­
ся легко выполнимой применительно к русско­
му языку. Его развитая морфология позволяет 
осуществить это практически со стопроцент­
ной точностью. В английском языке простой 
алгоритм, присваивающий каждому слову в тек­
сте наиболее вероятный лексико-грамматиче­
ский код, работает с точностью 95–96% [3].

Для улучшения точности анализа исполь­
зуются два подхода: вероятностно-статистиче­
ский и основанный на продукционных прави­
лах, оперирующих словами и кодами. Вероят­
ностно-статистические методы используют 
статистику встречаемости различных кодов  
и слов, снятой с некоторого эталонного текста. 
В результате каждому слову в предложении 
ставится в соответствие наиболее вероятный 
лексико-грамматический класс. Алгоритмы, 
основанные на продукционных правилах, ис­
пользуют правила собранные автоматически, 
либо подготовленные квалифицированными 
экспертами-лингвистами. Оба подхода дают 
примерно одинаковый результат. При их ис­
пользовании раздельно либо в различных ком­
бинациях точность лексико-грамматического 
анализа английского языка улучшается до 96–
98%, что сравнимо с точностью ручной обра­
ботки.

Синтаксический анализ подразумевает сег­
ментирование (фрагментацию) текста на пред­
ложения или близкие к ним фрагменты для по­
строения синтаксических структур. Процеду­
ра автоматического синтаксического анализа 
позволяет получить при помощи алгоритмов 
формализованную синтаксическую структуру 
предложения. Результатом работы автоматиче­
ской системы синтаксического анализа являет­
ся представление синтаксической структуры 
входного предложения обрабатываемого текста 
в виде синтаксического дерева. Исходной ин­
формацией для работы такой системы служит 
морфологическое представление слов в виде 
цепочки кодов, репрезентующих грамматиче­
ский класс слова и его словоизменительные ха­
рактеристики. Таким образом, морфологиче­
ский анализ путем кодификации слов текста 
обеспечивает доступ к денотативной информа­
ции. На следующем этапе создается семантиче­
ская структура текста с помощью синтаксиче­
ских, семантических и пунктуационных средств. 
Существует определенный параллелизм между 
синтаксической и семантической структурами, 
который проявляется в соответствии структур­
ных связей семантическим. Исследователями 
замечено сходство результатов системы автома­
тического анализа текста и, например, лингви­
ста, изучающего язык и действующего в проти­
воположном направлении. Данный факт под­
тверждает гипотезу о том, что язык хорошо кор­
релирован на самых различных уровнях. Это 
значит, что синтаксическая структура, получен­
ная на основе только грамматических критери­
ев, очень близка синтаксической структуре, по­
лученной на основе семантических критериев, 
в пользу чего говорят многие данные, нако­
пленные лингвистикой за последние годы. 

Семантический анализ заключается в вы­
делении из документа основных смысловых 
единиц (слов, словосочетаний) и определении 
ассоциативных, причинно-следственных и др. 
связей между ними [4]. Основным средством 
для этого является некоторая система правил. 
Семантический этап – базовая составляющая 
систем автоматического понимания текста. Он 
выступает в роли посредника и должен согла­
совать три разных «языка» [5]:

• язык построенных системой лингвисти­
ческих структур (плюс другие лингвистиче­
ские знания), получаемые им на входе;
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• язык той предметной области, к которой 
относится текст и термины которой желатель­
но использовать при построении вы ходной 
структуры;

• язык пользователя, для которого система 
автоматической обработки текста должна пре­
доставить информацию.

Информация, которую автоматическая си­
стема обработки текста получает из текста, 
дол жна быть изложена на языке, понятном 
пользователю как с есте ственно-языковой точ­
ки зрения, так и с точки зрения той предмет­
ной области, которой он владеет как специа­
лист. Иначе результат работы сис темы не мо­
жет быть назван информацией для этого кон­
кретного пользователя – адресата информации.

В зависимости от конкретных задач обра­
ботки текста автоматическая система может не 
содержать всех трех блоков: лексико-грамма­
тического, синтаксического и семантического, 
или содержать дополнительные блоки, необхо­
димые для конкретной системы. Примером 
может служить система, разработанная для 
распознавания в тексте концептов и семанти­
ческих отношений между ними типа «субъект-
акция-объект», отношений типа «причина-
следствие» и «часть-целое» [6]. Данная систе­
ма реализует следующие этапы обработки по­
ступившего на ее вход текста: переформатиро­
вание, лексический (распознавание границ слов 
и предложений), лексико-грамматический, син­
таксический и семантический анализ.

Таким образом, выбор подхода к разработ­
ке систем автоматического экстрагирования 
информации связан с конкретной задачей, по­
ставленной перед системой автоматической 
обработки.

С учетом того, что целью нашего исследо­
вания является выделение главных субъектов, 
объектов и их действий из англоязычных пу­
блицистических текстов, в общую структуру 
системы автоматической обработки включены 
следующие блоки:

1. Блок лексико-семантического анализа 
слов входящего предложения, опирающийся 
на алфавитный словарь исследуемых текстов, 
содержащий семантические коды в соответ­
ствии с разработанной лексико-семантической 
классификацией. 

2. Блок синтаксического анализа, основой 
которого являются списки граничных сигналов 

для синтаксического анализа английского пред­
ложения и выявления в нем членов предложе­
ний (группы подлежащего, группы сказуемого 
и т. п.). 

3. Блок семантико-синтаксического анали­
за, определяющий семантические функции клю­
чевых слов, входящих в выделенные в процес­
се синтаксического анализа группы слов. Ра­
бота данного блока построена с использовани­
ем семантических функций формального язы­
ка TABLING [7] и позволяют компьютеру от­
ветить на ряд самых важных вопросов, касаю­
щихся содержания текста, путем построения 
таблицы его основного содержания. Здесь, в со­
ответствии со значением семантических функ­
ций языка TABLING, составляющие основно­
го содержания текста означают:

(AGA) – субъект 1, активный одушевлен­
ный инициатор некоторого действия или собы­
тия.

(AGN) – субъект 2, активный неодушевлен­
ный инициатор некоторого действия или собы­
тия.

(ONG) – предмет, главный объект некото­
рого события текста.

(R) – действие, репрезентация конкретного 
действия активного одушевленного инициато­
ра.

(PRP) – свойство (признак) – свойство пред­
мета, процесса, материала, зафиксированного 
в тексте.

(LOC) – место совершения некоторого со­
бытия текста.

(TIM) – время совершения некоторого со­
бытия текста.

Реализация созданной базы данных  
в обучающей компьютерной программе

Между любой теоретической моделью и ее 
компьютерной реализацией имеется двусто­
ронняя зависимость. С одной стороны, ком­
пьютерная система должна как можно более 
точно воплотить разработанные теоретические 
принципы. Это, в первую очередь, представле­
ние каждого предложения обрабатываемого 
текста на нескольких уровнях (морфологиче­
ском, поверхностно-синтаксическом и глубин­
но-синтаксическом), изображение синтаксиче­
ского строения предложения в виде дерева за­
висимостей между словами и признание сло­
варя, наряду с грамматикой, важнейшим ком­
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понентом лингвистической модели. С другой 
стороны, компьютерная модель имеет неоце­
нимое значение для развития теории, посколь­
ку служит объективным и надежным полиго­
ном для проверки и отладки теоретических по­
ложений и конкретных решений. Дело в том, 
что как только мы покидаем область исследуе­
мой группы текстов и переходим на более аб­
страктные уровни представления, мы лишаем­
ся возможности непосредственно оценивать 
результаты. Лишь компьютерное моделирова­
ние предоставляет исследователю возмож­
ность наглядно увидеть, насколько адекватна 
действительности разработанная им теорети­
ческая схема. 

Предложенная нами теоретическая модель 
автоматической системы для обработки тек­
стов ЕЯ ранее уже была реализована в ком­
пьютерной программе автоматического рефе­
рирования TRT [8]. Другая прикладная систе­
ма, в составе которой описанная теоретиче­
ская модель была опробована – обучающая 
компьютерная программа для совершенство­
вания навыка просмотрового чтения текстов 
на английском языке. Программа реализована 
на языке программирования С# (Sharp). Струк­
тура окна программы в обычном режиме при­
ведена на рис. 1.

Как видно на рис. 1, основным элементом 
окна является рабочая область для загрузки 
одного из предложенных англоязычных тек­
стов. Работа с элементами окна производится 
с помощью выбора необходимого файла в стро­
ке заголовка. После ознакомления с содержа­
нием текста обучаемый переходит в режим 
контроля знаний при помощи кнопки «Go To 
Test», находящейся в правом верхнем углу. Кон­

трольные вопросы сформулированы таким об­
разом, чтобы проверить правильность понима­
ния предложенного текста: Кто главное дей-
ствующее лицо текста? О чем говорится  
в тексте? Какие основные действия соверша-
ют главные действующие лица? И т. д. (рис. 2).

После заполнения всех соответствующих 
рабочих областей появляется возможность про­
верить правильность данных ответов при по­
мощи кнопки «Check Answers» в левом ниж­
нем углу. На рис. 3 приведен пример исправ­
ленных ответов на поставленные вопросы: вы­
бранные обучаемым ответы приведены в стро­
ке «Your Answer», а аналогичные правильные – 
в строке «Correct Answer».

Заключение
Созданная нами на основе разработанной 

лингвистической базы данных компьютерная 
программа может быть использована в каче­
стве тренажера на практических занятиях по 
английскому языку для формирования навыка 

Рис. 1. Структура окна в обычном режиме Рис. 2. Структура окна в режиме тестирования

Рис. 3. Структура окна в режиме контроля результатов
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восприятия и интерпретации англоязычного 
публицистического текста. Структура лингви-
стической базы созданной программы содер-
жит три блока: блок лексико-семантического 
анализа, блок синтаксического анализа и блок 
семантико-синтаксического анализа. Програм-
ма открыта для доработки и может быть ис-
пользована для работы с англоязычными тек-
стами другой предметной области при внесе-
нии дополнительного материала в автоматиче-
ский алфавитный словарь. Это является ос-
новным преимуществом представленной про-

граммы в процессе ее использования на прак-
тических занятиях по английскому языку, так 
как преподаватель может значительно сэконо-
мить время в поиске необходимого и эффек-
тивного учебного материала в зависимости от 
того, какую методическую цель он ставит пе-
ред собой. С помощью интернет-ресурсов 
можно ввести новый лексический, страновед-
ческий материал, сделать занятие более на-
глядным, закрепить учебный материал, воору-
жить студентов стратегиями саморазвития.
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REALIZATION OF TRAINING PROGRAMME ON THE BASIS OF LINGUISTIC 
DATABASE FOR AUTOMATIC TEXTS PROCESSING SYSTEM

Belarusian National Technical University
Due to the constant increasing of electronic textual information, modern society needs for the automatic processing of 

natural language (NL). The main purpose of NL automatic text processing systems is to analyze and create texts and represent 
their content. The purpose of the paper is the development of linguistic and software bases of an automatic system for process-
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ing English publicistic texts. This article discusses the examples of different approaches to the creation of linguistic databases 
for processing systems. The author gives a detailed description of basic building blocks for a new linguistic processor: lexi-
cal-semantic, syntactical and semantic-syntactical. The main advantage of the processor is using special semantic codes in the 
alphabetical dictionary. The semantic codes have been developed in accordance with a lexical-semantic classification. It helps 
to precisely define semantic functions of the keywords that are situated in parsing groups and allows the automatic system to 
avoid typical mistakes. The author also represents the realization of a developed linguistic database in the form of a training 
computer program. 

Keywords: NL automatic text processing systems, linguistic and software bases, linguistic processor, training computer 
program.
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