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УДК 004.4-004.9

А.А. ПРИХОЖИЙ, А.М. ЖДАНОВСКИЙ 

МЕТОД ОЦЕНКИ КВАЛИФИКАЦИИ И ОПТИМИЗАЦИЯ 
СОСТАВА ПРОФЕССИОНАЛЬНЫХ ГРУПП ПРОГРАММИСТОВ

Белорусский национальный технический университет 

Рассматривается проблема формирования и оптимизации команд программистов с учетом квалифика-
ции и уровня владения технологиями и инструментами программирования. Известные технологические среды 
для организации работы команд, такие как Agile, формулируют лишь общие требования и принципы формиро-
вания коллективов и распределения работ между ними. Предлагается метод формализации оценки квалифи-
кации отдельных программистов и целых программистских групп. Исходными являются данные о наиболее 
востребованных технологиях и инструментах программирования, их рейтинге, а также результаты опроса 
программистов об уровне владения ими. Квалификация группы программистов оценивается с учетом требо-
ваний к конкретному проекту как величина, интегрирующая три составляющие: среднюю квалификацию про-
граммистов, включаемых в группу; квалификацию группы по лучшим представителям по каждой из техноло-
гий; пороговые значения уровней квалификации программистов и групп программистов по каждой из техноло-
гий, а также пороговые значения интегрированной квалификации, отражающие специфику конкретного 
проекта. Вклад каждой составляющей определяется варьируемыми. весовыми коэффициентами. Метод по-
ложен в основу генетического алгоритма, выполняющего поиск количества, размера и состава программист-
ских групп, которые имеют максимальную суммарную квалификацию. Разработано программное обеспечение 
и проведены вычислительные эксперименты на выборке программистов, окончивших белорусские университе-
ты. Полученные результаты демонстрируют реальную способность системы находить количество, состав и 
размеры групп программистов, увеличивающие суммарную квалификации групп до 30% при минимизации числа 
незадействованных разработчиков. Результаты доказывают практическую значимость разработки в сфере 
технологий и средств управления профессиональными коллективами программистов.

Ключевые слова: Программист, технология, инструментарий, квалификация, группа программистов, состав 
группы, оптимизация.

Введение
Технология Agile [1] гибкой разработки про-

граммного обеспечения позволяет вырабатывать 
требования и находить решения благодаря со-
вместным усилиям групп разработчиков и заказ-
чиков. Она базируется на адаптивном планиро-
вании, эволюционном развитии, постоянном со-
вершенствовании, быстром и гибком реагирова-
нии на изменения. Хотя Agile используется во 
многих средах разработки, она требует дальней-
шего развития для распределенных команд про-
граммистов. Правильное сочетание экспертов 
имеет решающее значение при включении раз-
работчиков в команды. Неправильное распреде-
ление работ может исключить подключение ве-
дущих специалистов. Поручение работы коман-
де, которой трудно найти подходящего специа-
листа, увеличивает общие затраты на набор пер-

сонала и выполнение работ, затрудняет правиль-
ный подбор людей в распределенную команду.

Успех распределенного коллектива програм-
мистов в реализации крупного проекта сильно 
зависит от адекватности используемых техно-
логий и инструментов программирования, а так-
же от умения эффективно декомпозировать про-
ект на части. Эти части должны быть поручены 
тем группам программистов, которые облада-
ют необходимыми для этого знаниями и техно-
логиями. Проблема оптимального разбиения 
программистов на группы сформулирована в ра-
боте [2]. Она является многофакторной и сла-
бо структурированной. В [2] учтены следую-
щие факторы: производительность каждого про-
граммиста, способность пар программистов 
увеличивать или снижать производительность 
в процессе совместной работы, возрастание 
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затрат на интерфейсы между программистами 
при увеличении числа программистов в группе. 
На решение подобного рода проблем ориенти-
рованы эволюционные методы оптимизации 
[3, 4]. В работе [5] предложен генетический 
алгоритм решения проблемы, однако он не 
учитывает уровень владения программистами 
технологиями и инструментами программиро-
вания, необходимыми для работы над проектом.

В данной статье анализируются современ-
ные технологии и инструменты программиро-
вания, оценивается уровень владения ими 
каждым из программистов и целыми програм-
мистскими группами, оптимизируется размер 
и состав программистских групп.

Рейтинг технологий и инструментов 
программирования

Анализ результатов исследований компа-
нии RedMonk [6] о популярности языков и ин-
струментальных средств программирования  
и результатов исследований организации IEEE 
Spectrum [7] о рейтинге языков позволил раз-
работать таблицу, описывающую множество T 
из 16 основных технологий и инструментов. 
Для каждой технологии указан рейтинг, пока-
зывающий значимость и широту применения 
технологии, а также требование обязательного 
владения ею хотя бы одним членом группы 
программистов. По назначению все множество 
технологий делится на 6 подмножеств. Систе-
мы контроля версий и управления проектами 
включают Git, Tortoise SVN, VJR и TFS с рей-

тингом 0.3 каждая. К средам разработки отно-
сятся Visual Studio и Eclipse, рейтинг обоих 
0.6. Системы управления базами данных пред-
ставлены Oracle SQL (рейтинг 0.5) и Microsoft 
SQL Server (рейтинг 0.6). Языки программиро-
вания представлены Java, C#, Visual Basic, 
C++, Java Script и XSL с рейтингом 1.0, 0.9, 
0.7, 0.9, 0.8 и 0.6 соответственно. Операцион-
ные системы представлены Windows и Linux  
с рейтингом 0.6 и 0.5 соответственно. Следует 
подчеркнуть, что высокий рейтинг технологии 
показывает необоснованность создания кол-
лективов программистов, в которых нет ни од-
ного эксперта по данной технологии.

Уровень владения программистом 
технологией / инструментом

Для решения второй задачи оценки уровня 
владения программистами технологиями и ин-
струментами использован метод опроса. Каж-
дому из опрашиваемых программистов пред-
ложено заполнить анкету, в которой он указы-
вает уровень level владения каждой из техно-
логий. Уровень level определяется по пяти-
балльной шкале: 0 – отсутствие знания техно-
логии; 0.25 – минимальное знание; 0.5 – про-
межуточные навыки; 0.75 – расширенный 
опыт владения технологией; 1 – знания и опыт 
эксперта. Экспертом считается программист, 
который владеет теоретическими экспертны-
ми знаниями, разработал не менее двух круп-
ных проектов и проработал не менее двух лет 
с данной технологией. Программист обладает 
расширенными навыками, если выполняются 
два критерия из трех, и обладает промежуточ-
ными навыками, если выполняется один из кри-
териев.

Результаты опроса 24 программистов (мно-
жество P) с высшим образованием, окончив-
ших белорусские университеты и работающие 
в программистских фирмах, представлены на 
рис. 1, где строки соответствуют программи-
стам, столбцы - технологиям из таблицы. На 
пересечении строки p и столбца t стоит прямо-
угольник, высота которого указывает на один 
из пяти уровней 0, 0.25, 0.5, 0.75 и 1 владения 
программистом p технологией t. Отсутствие 
прямоугольника означает нулевой уровень. 
Строки с большей суммарной площадью пря-
моугольников показывают более квалифици-
рованных программистов. Столбцы с боль-

Ключевые технологии и инструменты 
программирования

№ Название Код Рейтинг Обязать

1 Git VGT 0.3 нет
2 Tortoise SVN VTS 0.3 нет
3 TFS VTF 0.3 нет
4 Jira VJR 0.3 нет
5 Visual Studio DVS 0.6 да
6 Eclipse DEC 0.6 да
7 Oracle SQL OBM 0.5 нет
8 Microsoft SQL Server DBM 0.6 нет
9 Java LJ 1.0 да
10 C# LC# 0.9 да
11 Visual Basic LVB 0.7 нет
12 C++ LCP 0.9 да
13 Java script LJS 0.8 да
14 XSL LXS 0.6 нет
15 Windows OSW 0.6 да
16 Linux OSL 0.5 да
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шей площадью прямоугольников указывают 
на более востребованные и значимые техноло-
гии.

Квалификация программиста
Квалификация программиста p ∈ P с уче-

том уровня знания/владения технологиями из 
множества T оценивается по отношению к мак-
симальному уровню знания/владения выраже-
нием

( ) ( ) ( , )
t T

Qualif p rank t factor p t MaxQualif
∈

= ⋅∑

(1)
где

( , ), ( , )( , )
0,

åñëè

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

p
tlevel p t level p t RLfactor p t

 ≥= 


(2)
и

( )
t T

MaxQualif rank t
∈

= ∑ (3)

Значение rank(t) из диапазона [0, 1] берет-
ся из таблицы. Значение level(p, t) из диапазо-
на [0, 1] определяется результатами опроса, 
представленными на рис. 1. Пороговое значе-
ние RLp

t уровня level(p, t) позволяет снизить 
шансы допуска к работе над проектом про-
граммистов, обладающих недостаточно высо-
ким уровнем квалификации. Значение выбира-
ется из диапазона [0, 1]. Если RLp

t @ 0, то к про-
екту могут подключаться начинающие про-
граммисты или программисты, владеющие ча-
стью технологий. Если RLp

t @ 1, то проект ори-
ентирован на разработку экспертами. Как 
следствие, значение Qualif(p) находится в диа-
пазоне [0, 1]. Согласно формуле (1), програм-
мисты, владеющие предпочтительно техноло-
гиями с высоким рейтингом, обладают более 
высокой квалификацией по сравнению с про-
граммистами, владеющими предпочтительно 
технологиями с низким рейтингом. 

Рис. 2 показывает квалификацию Qualif (p) 
каждого из 24 программистов в отношении 
значимости/владения всеми 16 технологиями  
с учетом их рейтинга. Значение квалификации 
находится в диапазоне [0, 1] и является отно-
сительным к максимальному значению Max-
Qualif = 9,5. Лидером в квалификации являет-
ся программист с номером 18, за ним идут 
программисты с номерами 12 и 16.

Квалификация группы программистов
Пусть все множество P программистов раз-

бито на k групп с образованием множества G = 
{g1, …, gk}. Программисты группы g образуют 
множество Pg. Средняя квалификация группы g, 
включающая ng программистов, определяется 
как среднее значение квалификаций Qualif (p) 
по всем программистам p ∈ Pg:

Рис. 1. Уровень 24 программистов владения 16 техно-
логиями

Рис. 2. Квалификация каждого из 24 программистов, 
усредненная по 16 технологиям
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( ) ( )
g

avg
g

p P
Qualif g Qualif p n

∈
= ∑ (4)

Помимо средней квалификации Qualif avg(g), 
важнейшим параметром, характеризующим 
группу g, является квалификация Qualif best(g) 
по лучшим представителям, которая определя-
ется формулами (5) и (6).
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Формула (5) использует следующие вели-
чины: oblgt(t) – предикат, принимающий зна-
чение истина, если технология является обяза-
тельной для группы (таблица); mxlevel(g, t) – 
уровень лучшего представителя группы g по 
технологии t; RLg

t – пороговое значение уровня 
лучшего представителя по технологии t.

Согласно формуле (5), квалификация по 
лучшим представителям Qualif best(g) получает 
нулевое значение, если существует хотя бы одна 
обязательная для группы технология t, для ко-
торой oblgt(t) истинно, а уровень mxlevel(g, t) 
лучшего представителя группы g меньше по-
рогового значения RLg

t. Это объясняется тем, 
что группа не способна выполнять проекты 
без высококвалифицированных специалистов 
по ключевым технологиям.

Взвешенная квалификация Qualif w(g) груп-
пы g оценивается в виде суммы квалификации 
Qualif best(g) по лучшим представителям с ве-
сом l и средней квалификации Qualif avg(g)  
с весом 1 - l:

( ) ( ) (1 ) ( ).w best avgQualif g Qualif g Qualif g=l⋅ + - l
(7)

Взвешенная квалификация при 0 ≤ l ≤ 1 
может принимать любое значение в диапазоне 
[0, 1]. Чем больше значение l, тем больший вес 
придается квалификации по лучшим предста-
вителям, и наоборот, чем меньше значение l, 
те больший вес придается средней квалифика-
ции программистов группы. Средняя квалифи-
кация отражает состояние дел на текущий мо-
мент. Квалификации по лучшим представите-
лям показывает возможности роста членов ко-

манды, ориентирующихся и подтягивающихся 
к экспертам по технологиям, которые входят в 
состав группы и являются образцовым приме-
ром.

Очевидно, что группы с низкой квалифика-
цией не могут быть признаны работоспособ-
ными, а участие таких групп в работах над 
проектом является необоснованным или, по 
крайней мере, спорным. Исключение появле-
ния таких групп формализуется понятием по-
роговой взвешенной квалификации:
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Пороговое значение квалификации RQg ре-
комендуется предпочтительно выбирать из ди-
апазона от 0.5 до 1.0 в зависимости от требова-
ний к проекту и технологиям его разработки, а 
также от ожидаемого качества будущих ре-
зультатов проектирования. В дальнейшем под 
квалификацией группы программистов будем 
понимать пороговую взвешенную квалифика-
цию.

Группа g называется избыточной по квали-
фикации, если в ней найдется программист p ∈ g 
такой, что Qualif (g\{p}) ≥ Qualif (g). Другими 
словами, квалификация группы g после выво-
да из нее программиста p оказывается не ниже 
квалификации до вывода программиста. Такое 
может произойти при выполнении двух условий:

1. Программист p не является единствен-
ным лучшим представителем группы g ни по 
одной технологии t ∈ T.

2. Квалификация Qualif (p) программиста p
ниже средней квалификации Qualif avg(g) груп-
пы g.

Если множество программистов разбито на 
множество G групп, то общая квалификация 
всех групп оценивается в виде суммы пороговой 
взвешенной квалификации по всем группам:
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∈
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Общая квалификация групп Qualification(G) 
принимает значение в диапазоне от k⋅RQg до k, 
где k – число групп.

Задача оптимизации размера и состава 
программистских групп

Определим оптимизируемый параметр, кри-
терий оптимизации и допустимое множество 
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задачи оптимизации. Оптимизируемым параме-
тром является суммарная квалификация всех 
групп Qualification(G). Целевую функцию за-
пишем в виде:

max ( )
G

Qualification G
∈W

(10)

где W - множество всех возможных разбиений 
G программистов из множества P на группы.

Сформулируем допустимое множество че-
рез систему ограничений, описываемых в виде 
требования к программистам и группам про-
граммистов по владению технологиями и ин-
струментами программирования.

Требование 1. Оно относится к минималь-
но-пороговому уровню RLp

t владения техно-
логией t каждым программистом p из множе-
ства P. Требование к минимальному уровню 
по всем технологиям представим вектором 
RLp = {RLp

1, …, RLp
m}. Реальный уровень Lp

t 
определяется выражением:

( ) ( , )p
tL rank t level p t= ⋅  (11)

Требование 2. Оно относится к минималь-
но-пороговому уровню RLg

t владения техноло-
гией t лучшим представителем группы програм-
мистов g ∈ G. Для всех технологий минималь-
но-пороговый уровень представляется векто-
ром RLg = {RLg

1, …, RLg
m}. Реальный уровень 

Lg
t владения лучшим представителем группы g 

технологией t определяется выражением:
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Требование 3. Оно относится к минималь-
но-пороговой взвешенной квалификации RQg 
каждой группы программистов g ∈ G. Требуе-
мая минимальная квалификация одинакова 
для всех групп. Реальная взвешенная квалифи-
кация Qualif w(g) группы оценивается форму-
лой (7).

Решение задачи оптимизации 
генетическим алгоритмом

Генетический алгоритм (GA) реализует слу-
чайный процесс эволюции популяции хромо-
сом с целью нахождения наилучшего по сово-
купной квалификации разбиения программи-
стов на группы. Хромосома строится из генов, 
соответствующих программистам. Значение 
гена есть номер группы, в которую включается 
программист. Фитнес функцией является об-
щая квалификация Qualification(G). Генетиче-

ская операция скрещивания рекомбинирует 
участки двух хромосом и переводит програм-
мистов из одних групп в другие группы в хро-
мосомах-потомках. Ее выполнение может при-
вести к исчезновению групп в хромосомах-по-
томках. Нормализация хромосом выполняется 
перенумерацией групп. Операция мутации пе-
реводит случайным образом одного или боль-
ше программистов в другие группы. Операция 
селекции выбирает родителей по правилу ру-
летки и выбирает хромосомы для замены худ-
ших родителей в популяции. Хромосома с наи-
большим значением функции полезности яв-
ляется решением оптимизационной задачи.

Результаты вычислительных 
экспериментов

Для проведения вычислительных экспери-
ментов использовано разработанная программа, 
реализующая генетический алгоритм. Установ-
лены следующие требования: ограничение сни-
зу на квалификацию RLp = {0.1, 0, 0.1, 0, 0.3, 
0.25, 0, 0.15, 0.6, 0, 0, 0.25, 0, 0.2, 0.4, 0.2} про-
граммиста по каждой из 16 технологий, пере-
численных в таблице; ограничение снизу на 
квалификацию RLg = {0.2, 0, 0.2, 0, 0.4, 0.3, 0, 
0.3, 0.75, 0.4, 0, 0.5, 0, 0.3, 0.5, 0.25} группы 
программистов по каждой из 16 технологий; 
ограничение снизу на пороговую взвешен-
ную квалификацию RQg = 0.5 группы про-
граммистов по всем технологиям; вес l = 0.7 
квалификации группы по лучшим представи-
телям во взвешенной квалификации группы.

Результаты экспериментов представлены на 
рис. 3–7. Рис. 3–5 показывают динамику рабо-
ты генетического алгоритма в процессе эволю-
ции популяции хромосом. Суммарная по всем 
группам пороговая взвешенная квалификации 
выросла (рис. 3) с 3.5 до 5.04 на протяжении 
25 поколений. Рост составил около 30%. За это 
время число групп, удовлетворяющих всем 
выдвинутым требованиям по квалификации, 
увеличилось с 5 до 8 (рис. 4, сплошная линия), 
а число включенных в них программистов воз-
росло с 15 до 23 (рис. 5, сплошная линия). 
Число групп, не удовлетворяющих требовани-
ям, колебалось от 1 до 2 (рис. 4, пунктирная 
линия), а число попавших в них программи-
стов колебалось от 9 до 1 (рис. 5, пунктирная 
линия). В итоге, эволюционный процесс со-
провождался устойчивым ростом суммарной 
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пороговой взвешенной квалификации групп, 
представленных лучшими хромосомами, доля 
которых от размера популяции показана на 
рис. 6.

Лучшее распределение программистов по 
группам представлено на рис. 7. Всего сфор-
мировано 8 групп с суммарным уровнем ква-
лификации 5.04 и средним уровнем 0.63, из 
которых 4 группы включают по 4 программи-
ста, одна – 3 программиста, одна – 2 програм-
миста, и две группы включают по 1 програм-
мисту. Неиспользованным (в резерве) оказался 
только один программист.

Заключение
Предложен метод оценки квалификации 

групп разработчиков по уровню знания и вла-
дения технологиями и инструментами про-
граммирования. Разработан генетический ал-

горитм оптимизации размера, состава и коли-
чества групп, максимизирующий суммарную 
квалификацию групп и минимизирующий 
число незадействованных в них программи-
стов. Дальнейшие исследования будут направ-
лены на интеграцию факторов квалификации 
и производительности групп программистов. 

Рис. 3. Зависимость суммарной по всем группам поро-
говой взвешенной квалификации Qualification(G) от но-

мера поколения в GA

Рис. 5. Число программистов в группах, удовлетворяю-
щих требованиям (сплошная), и в резерве (пунктирная) 

в зависимости от номера поколения в GA 

Рис. 4. Число групп, удовлетворяющих требованиям 
(сплошная) и неудовлетворяющих требованиям (пун-

ктирная), в зависимости от номера поколения в GA

Рис. 6. Доля в % числа хромосом с лучшим значением 
функции полезности в популяции в зависимости от но-

мера поколения в GA

Рис. 7. Распределение программистов по группам в оп-
тимальном решении (группа 1 – резерв)
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Prihozhy A., Zhdanouski A.

METHOD OF QUALIFICATION ESTIMATION AND OPTIMIZATION 
OF PROFESSIONAL TEAMS OF PROGRAMMERS

prihozhy@yahoo.com
The problem of building and optimizing the teams of programmers taking into account the qualification and the level of 

skills in programming technologies and tools is considered. Known technological environments for the management of team-
work, such as Agile, formulate only general requirements and principles for building the teams and the distribution of work 
between them. A method for formalizing and evaluating the qualification of individual programmers and entire groups of 
pro-grammers has been proposed. The input data are attributes of the most popular technologies and programming tools, 
includ-ing technology rating, as well as the results of a survey of programmers on their level of skills. The qualification of a 
group of programmers is evaluated taking into account the requirements for a particular project, which integrates three 
components: the average qualification of programmers included in the group; the qualification of the group with respect to 
the best repre-sentatives for each of the technologies; threshold values of the levels of programmer qualification and group 
qualification for each of the technologies, as well as threshold values of the integrated qualification, reflecting the specifics 
of the given project. The contribution of each component is determined by appropriate weights. The proposed method is a 
basis for a genetic algo-rithm that performs the search for the number, size and staff of groups of programmers which yield a 
maximum of total quali-fication. Software has been developed and computer experiments have been carried out on a set of 
programmers who graduat-ed from Belarusian universities. The obtained results demonstrate the real ability of the system to 
find the number, size and staff of groups of programmers, which increase the overall qualification of groups by 30% while 
minimizing the number of unemployed developers. The results prove the practical importance of the method and software in 
the field of technologies and tools for the management of professional teams of programmers.

Keywords: Programmer, technology, tool, qualification, skills, programmer team, team staff, optimization.
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УДК 629.113.073

В. Г. МИХАЙЛОВ 

АНАЛИЗ МЕТОДОВ ПОЛУЧЕНИЯ  
ПРОДОЛЬНЫХ ПРОФИЛЕЙ ДОРОГ

Проведен анализ методов получения продольных профилей дороги важных для проведения моделирования 
движения автомобиля на основе геодезических карт, замеров дорог с помощью геодезического оборудования, 
использования мобильных лаборатории, радарного сканирования земли, считывания данных с электронного 
блока управления автомобиля и дана оценка их точности. Отмечено, что перечисленные способы трудоемки 
и затратны и не всегда обеспечивают необходимой точности. Так в случае использования общедоступных 
данных радарного сканирования земли со спутников погрешность может достигать 30–50%. Хотя в будущем 
по мере совершенствования точности зондирования и доступности информации данный способ представля-
ется наиболее перспективным.

Предложен метод регистрации продольных профилей/уклонов больших участков дорог в процессе движе-
ния автомобиля на основе микроконтроллера Arduino Due, датчиков ускорений и углов наклона MPU-6050  
и записи данных на SD-карту, рассмотрено применение комбинированной обработки информации на основе 
разработанных программ на языке С в самом микроконтроллере и в модуле S-Function Builder в пакете Matlab/
Simulink.

С помощью предложенных методов проведена регистрация профиля дороги сложного характера протя-
женностью 10 км. Для сравнения построен профиль этой же дороги методом использования карты радарного 
сканирования земли и проведено сравнение их данных.

Выявлено хорошее совпадение характера изменения профиля дороги, средне-квадратических и максималь-
ных значений высот профиля дороги, полученных по предложенным методам (расхождение 7–20%).

Ключевые слова: Автомобиль, продольный уклон дороги, моделирование уклонов дороги и внешнего возмущения, 
микроконтроллер Arduino, Matlab/Simulink.

Введение
В настоящее время при проектировании 

автомобилей все чаще используют методы вир-
туального моделирования на основе пакетов 
MS-Adams и MatLab/SimuLink с применением 
численных методов на основе известного нели-
нейного дифференциального уравнении второ-
го порядка [1–7]. Это позволяет более тща-
тельнее проработать конструкцию еще на ста-
дии проектирования. 

Большинство расчетов, выполняемых на 
этих пакетах, сводится к простейшему опреде-
лению максимальной скорости, времени и пути 
разгона. Сейчас наибольший интерес представ-
ляет моделирование движения автомобиля с уче-
том реальных условий, для которых необходи-
мо задавать конкретные реализации профилей/
уклонов дороги [3, 5, 6].

Это обусловлено широким внедрением ав-
томатических и роботизированных трансмис-

сий, для которых все более актуальным стано-
вится вопрос управления ими с помощью ми-
кропроцессорных систем и решения задачи 
синтеза, отработки алгоритмов управления 
двигателем и трансмиссией. Благодаря этому 
можно достигнуть экономии топлива, умень-
шить динамические нагрузки на трансмиссию, 
что положительно скажется на ее долговечно-
сти. Сейчас параметр наклона дороги начина-
ют учитывать в системах управлении такими 
трансмиссиями (пример, АКПП Тойота).

Необходимые для решения задач модели-
рования тяговой динамики автомобиля данные 
по продольным профилям/уклонам дорог мож-
но получить следующими способами:

– на основе геодезических карт дорог и их
высот занести информацию в массив данных 
и использовать ее при расчетах. Данный спо-
соб является наиболее трудоемким, т. к. при-
дется обработать большие массивы информа-
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ции и занести ее в базу данных. Сложность 
еще заключается в том, что упомянутые выше 
пакеты не рассчитаны на работу с существую-
щими базами данных. Обычно используется 
массив Matlab (до 20 значений) либо MS Excel 
при работе с Matlab, ограниченный по объему 
(1024 значений), шаг задается 200–300 м. Кро-
ме того проектные институты и эксплуатаци-
онные дорожные организации, располагаю-
щие такой документацией не охотно предо-
ставляют ее или отказывают из соображений 
мер безопасности коммуникаций; 

– провести собственные замеры дорог
с помощью геодезического оборудования: тео-
долитов, мерной рейки, что очень трудоемко 
и небезопасно с условиях интенсивного транс-
портного движения;

– использовать дорогостоящие мобильные
лаборатории, позволяющие фиксировать на-
клоны дорог в процессе движения с помощью 
гироскопов с записью на компьютерную тех-
нику с последующей обработкой. Возможен 
вариант применения «качающегося маятника» 
[3, 7], однако он в последнее время не исполь-
зуется и нет данных его использования в этом 
качестве;

– использовать данные космического ра-
дарного сканирования земли [8, 5], имеющие-
ся в интернете. К сожалению, точность обще-
доступных данных по высоте составляет 15–
20 м. Хотя сейчас имеются спутники, обеспе-
чивающие точность по высоте 5–10 м, но их 
данные носят закрытый характер. Недостат-
ком метода является то, что могут быть взяты 
данные по пятну сканирования, приходящиеся 
на кюветы, насыпи, откосы, обочины, из-за не-
высокой точности определения координат до-
рожного полотна маршрута движения и точек 
шагов замеров. Все это в совокупности может 
привести к погрешности 30–50%. Тем не ме-
нее данный способ в будущем представляется 
наиболее перспективным и он сейчас широко 
применяется в ОИМ НАН РБ, Минском авто-
заводе и Нижегородском политехническом уни-
верситете при расчетах тяговой динамики в до-
рожных условиях [5, 6].

В работах [9–11] предложен метод получе-
ния уклонов дорог основанный на регистра-
ции параметров CAN шины электронного бло-
ка управления силовым агрегатом движущего-
ся автомобиля и положения автомобиля на 

трассе с помощью датчика GPS. Полученные 
данные (скорость, крутящий момент, текущая 
передача КПП, координаты точек сканирова-
ния GPS) записывались на laptop. Регистрация 
параметров производилась с шагом 12,5 м. 
Длина записанного участка составляла 15 км. 
Число точек сканирования 1200. Затем на ос-
нове обработки этих данных рассчитывался 
угол наклона дороги, используя тяговый ба-
ланс сил автомобиля и значение его массы без 
учета аэродинамического фактора. В дальней-
шем полученный массив данных используется 
в задачах тяговой динамики автомобилей фир-
мы Volvo.

Недостатком метода является необходи-
мость использования laptop или ноутбука, кон-
верторов сигнала с CAN шины на USB, разра-
ботка специального программного обеспече-
ния считывания данных, фильтрации и обра-
ботки сигнала, оцениваемое в 3–5 тысяч дол-
ларов и более, невысокая скорость передачи 
данных через конвертор OBD-USB подключа-
емый к компьютеру (обычно 9600 бит/с). Хотя 
скорость передачи данных внутри CAN шины 
250000 бит/с и более. Кроме того трудно оце-
нить получаемую точность предложенного ме-
тода, так как не учитывается аэродинамиче-
ский фактор и колебания автомобиля, доля ко-
торых в зависимости от скорости может до-
стигать 30–50%. 

Рассмотренные выше способы трудоемки 
и затратны. Учитывая, что для моделирования 
требуются записи больших участков дорог, не-
обходим иной и более дешевый способ реги-
страции параметров дорог. 

В настоящее время появились дешевые  
(35 долларов США) микроконтроллеры (МК) 
Arduino и датчики к ним (MPU-6050), позволя-
ющие провести замеры продольных уклонов 
и профиля дорог в процессе движения автомо-
биля. Встроенные преобразователи сигналов 
с датчиков MPU-6050, позволяют одновремен-
но регистрировать ускорения и наклоны в 3-х 
осях с более высокой частотой сканирования 
(при разгоне МК до 300 Гц), в то время как 
у датчика наклона (Bosh MM5.10) мотоцикла 
DUCATI KTM 1190, подключаемого к CAN-
шине – 15 Гц. 

Поэтому разработка методов регистрации 
продольных профилей дорог с помощью моду-
лей Arduino, получения на их основе данных 
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и сравнение с методом на основе карты радар-
ного сканирования земли представляется акту-
альной задачей.

Методика измерений наклона дороги
Для получения данных по продольному 

профилю дорог (рис. 1) использовалась следу-
ющая аппаратура: микроконтроллер Arduino 
Due, два датчика MPU-6050 (погрешность 0,2%). 

Методика измерений заключалась в заме-
рах и регистрации ускорений и углов наклона 
на кузове и над задней осью по двум осям X 
и Y (рис. 1), получении arctg углового накло-
на, фильтрации сигналов с помощью фильтра 
Калмана или экспонентной фильтрации и за-
писи их на SD-карту [12]. Также проверена 
возможность получения данных по углам на-
клона на основе интегрирования ускорений 
неподрессоренной массы автомобиля (на коле-
се) и последующего дифференцирования. При-
нято допущение, что перемещение оси колеса 
соответствует высоте профиля дороги. Запись 
параметров производилась при постоянной 
скорости движения 72 км/ч (20 м/с) в раннее 
утреннее время, когда менее загружены трас-
сы. Выбор скоростей движения определялся 
исходя из аналогичных соображений метода 
IRI (80 км/ч) по оценке ровности дорог – не-
создания помех движению. За счет подбора па-
раметров и настройки программного обеспе-
чения Arduino Due достигнута высокая часто-
та опроса при использовании двух датчиков 
MPU-6050–154 Гц (против стандартных 20 Гц 
на одном датчике), соответствующая шагу 
0,125 м. 

Используя текущие значения ускорений 
и данных гироскопа по указанным осям с по-
мощью функции arctg(a) = 2 2+X x z  в ми-
кроконтроллере определялось значение уско-
рения углового поворота кузова автомобиля, 
которое корректировалось на основе данных 
гироскопа. Затем путем его фильтрации (сгла-
живания) в МК и пакете Mathlab/Simulink 
определялся угол наклона кузова, который 
принимался за угол наклона дороги. Это явля-
ется одним из способов получения наклона 
профиля дороги, необходимого для моделиро-
вания тяговой динамики.

Для устранения шумов и дрейфа сигнала 
датчиков MPU-6050 использован метод экспо-
нентного сглаживания [12] исходя из инфор-
мации на форумах Arduino, что разница в точ-
ности в сравнении с методом Калмана, приме-
няемых в системах радиолокации, не столь 
значительна (до 2%). Использованный метод 
экспонентного сглаживания оказался на 28% 
быстрее (обеспечивал частоту регистрации 
154 Гц), чем метод Калмана (120 Гц). Для экс-
понентного сглаживания использовалось инте-
грирование, которое производилось:

– непосредственно на микроконтроллере
с помощью численного метода Эйлера, как 
наиболее простого и менее затратного по ре-
сурсам;

– и в пакете Mathlab/Simulink.
Фрагмент реализации экспонентного сгла-

живания в микроконтроллере приведен ниже.

yglx1_t = (atan2(vax1, vaz1))*57,3; 
// 57,3 = rad2degree

Рис. 1. Схема записи и обработки параметров дороги и маршрут движения
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yglx1 = Filter_gain*yglx1_g + 0,05*yglx1_t; 
// 0,05 = (1-Filter_gain)

где yglx1_g – угол наклона, получаемый с ги-
роскопа, vax1, vaz1 – величина ускорений в пло-
скостях X, Z, yglx1_t – значение экспоненци-
ального сглаживания угла наклона, yglx1 – по-
лученное значение угла наклона при экспонен-
циальном сглаживании, Filter_gain = 0,05 – ко-
эффициент фильтра сглаживания. 

Общий объем разработанной программы 
для микроконтроллера, включая программную 
автобалансировку нуля датчиков (пяти параме-
тров), исключение зависания протокола i2C2, 
составил 576 строк текста. Регистрация дан-
ных с датчика производилась на SD-карту в виде 
структуры бинарного файла. Далее с помощью 
программы на языке С в блоке модуля S-Fun-
ction Builder они заносились в электронный 
массив данных MatLab/SimuLink и использо-
вались в этом пакете. Блок-схема получения 
профиля дороги приведена на рис. 2. 

С помощью константы «Скорость» и инте-
гратора «Integrator» задается скорость движе-
ния (считывания массива данных ускорений 
или углов уклона). С помощью блоков SrArif 
и SrKvadr производился расчет среднеквадра-
тических и максимальных значений высот 
и углов наклонов дороги. 

Проведение и результаты замеров 
профиля дорог

Для проведения замеров выбран участок 
маршрута (рис. 1) под Минском: Военный го-
родок – Приморье – Семков городок – Чучаны – 
МКАД2 длиной 10 км. Данный маршрут ха-
рактерен значительными перепадами высот, 
разным качеством покрытия, проездом через 3 
населенных пункта, наличием двух поворотов. 

Он наиболее подходит для моделирования тя-
говой динамики специальных машин, включая 
штабные. Полученные замеры 10-ти киломе-
трового участка дороги сравнивались с данны-
ми на основе карты радарного сканирования 
с помощью программы на сайте [8] с шагом 
замеров 100 м. Полученные по карте значения 
100 точек высот занесены в массив программы 
S-Function Builder и обработаны с помощью
MatLab/Simulink и представлены на рис. 3.
И здесь же представлены данные полученные
интегрированием ускорений неподрессорен-
ной массы.

Дополнительно проведена оценка точно-
сти предложенных методов и использованных 
для этого устройств, показавшая на стенде 
в статике при угле наклона до 10° (по линей-
ности характеристики) погрешность не более 
1–2%, а по результатам преодоления одиноч-
ного подъема дороги (6%) погрешность 3–4%.

Как видно из рис. 3 наблюдается одинако-
вый характер изменения продольного профиля 
дороги и близкое совпадение высот (с расхож-
дением 8–20%) за исключением участков то-
чек Г, Д, С, имеющих на карте постоянство вы-
соты профиля. Провал характеристики на этих 
участках обуславливается экспонентным сгла-
живанием, вызывающим разряд значений ин-
теграторов при отсутствии изменений (при 
ровном участке). При появлении дальнейшего 
наклона происходит нарастание его величины. 

Результаты сравнения методов получения 
продольного профиля дорог, включая влияние 
коэффициентов сглаживания, приведены в та-
блице. Скорость изменения продольного про-
филя по карте радарного сканирования полу-
чена путем дифференцирования dh/dt. При 
сравнении необходимо учитывать фактор вли-

Рис. 2. Блок-схема реализации обработки высоты и углов наклона дороги
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яния воздействия микропрофиля дороги, осо-
бенно на скорость неровности. 

Как видно из таблицы при использовании 
метода замеров на основе ускорений непод-
рессоренной массы при К = 0,1 получается хо-
рошее совпадение по максимальным и средне-

квадратичным значениям высот продольных 
профилей. В то же время по скорости/углу на-
клона (среднеквадратичным значениям) имеет 
место расхождение до 40–50% при одновре-
менном хорошем совпадении по максималь-
ным значениям скоростей. Последнее можно 

Результаты сравнения методов получения продольного профиля дорог

Метод получения
Высота h, м Скорость по Ż, м/с Скорость по dh/dt, м/с

s maxh s maxv s maxv

По карте 35,4 66 1,1 8,04
при К сглаживания На основе ускорений неподрессоренной массы
0,11 24,3 52,4 3,15 8,4 1,65 7,3
0,105 26,5 56,8 3,25 8,65 1,69 7,5
0,1 28,9 61,5 3,4 8,9 1,74 7,67
0,1, фильтр f = 2 рад/с 28,9 61,5 3,37 8,36 1,68 5,77
0,1, фильтр f = 3 рад/с 28,9 61,5 3,37 8,36 1,703 6,16

На основе ускорений подрессоренной массы при k = 0,1
9,6 34,7 1,1 4,5 2,36 2,56

По углу наклона подрессоренной массы
Фильтр f = 1 рад/с 2,07 5,5
Фильтр f = 2 рад/с 2,46 8,96
Фильтр f = 3 рад/с 2,72 11,2
Фильтр f = 5 рад/с 2,8 14,0
Фильтр f = 150 рад/с 3,8 14,0

П р и м е ч а н и е.  Значение скорости изменения профиля является значением угла наклона в градусах.

Рис. 3. Сравнение продольных профилей на основе радарного сканирования земли и интегрирования ускорений 
и углов дороги
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объяснить воздействием микронеровностей 
дороги, вызывающих увеличение ее скорости, 
отрывами колес от неровностей дороги, о чем 
свидетельствуют значительные отрицательные 
пиковые значения ускорений, превышающих 
9,81 м/c2.

Дополнительно проведена оценка возмож-
ности использования угла наклона дороги на 
основе значений скорости перемещения не-
подрессоренной массы учитывая, что произво-
дная функции в точке равна тангенсу угла на-
клона касательной, проведенной в точке и при 
малых значениях углов имеет место линейная 
зависимость tg от угла. Скорость изменения 
высоты профиля дороги есть ничто иное как 
тангенс изменения высоты дороги и его угол, 
то есть tg (v) = a. Отсюда продольный угол на-
клона дороги a = arctg (v), где u =  q . – ско-
рость изменения высоты профиля/неровности. 
Из графика видно, что значения угла наклона 
и скорости получаются одинаковыми, что по-
зволяет использовать физическое значения 
скорости вместо угла наклона.

Как показало проведенное исследование 
использование метода замеров на основе уско-
рений позволяет получать продольный про-
филь дороги, который путем некоторых допол-
нительных математических преобразований 
(учета характеристик шины и ускорений под-
рессоренной массы) одновременно является 
и микропрофилем дороги. Это позволяет в даль-
нейшем решать задачи нагруженности автомо-
биля и оценки его долговечности.

Полученные данные показали, что непо-
средственно ускорения подрессоренной массы 
нельзя использовать для определения высот 
продольного профиля, так как осциллограмма 
по профилю получается хорошо центрирован-
ной и их значения малы.

Метод по углу наклона подрессоренной 
массы свидетельствует о необходимости ис-
пользования фильтра низких частот с частотой 
среза f = 2 рад/c.

При использовании широкой полосы f = 
150 рад/c значения получаются большими (в 1,5 
раза) чем при f = 2 рад/c. 

В целом предложенные методы получения 
по ускорениям неподрессоренной массы 
и углам наклона вполне могут использоваться 
в практике моделирования тяговой динамики 
автомобиля. Их точность находится на уровне 

методов использования радарного сканирова-
ния земли и сканирования данных CAN-шины, 
применяемого на фирме Volvo. 

Наиболее простым и дешевым способом 
получения продольного профиля дорог явля-
ется использование данных радарного скани-
рования земли. Однако данный способ необхо-
димо сочетать с использование S-Function 
Builder, чтобы можно занести в массив боль-
шой объем данных. 

Наибольший интерес в перспективе пред-
ставляет применение метода использование 
ускорений неподрессоренной массы автомоби-
ля или получения путем математических пре-
образований объединенного макро и микро-
профиля дороги в виде большого единого мас-
сива данных. В этот массив можно включить 
данные о дорожных условиях, что позволило 
бы решать более широкий круг задач как тяго-
вой динамики, так и нагруженности автомоби-
ля и оценки его долговечности.

Заключение
1. Проведенный анализ методов получе-

ния продольных профилей дороги на основе 
геодезических карт, осуществления замеров 
дорог с помощью геофизического оборудова-
ния использования мобильных лаборатории, 
радарного сканирования земли, считывания 
данных с электронного блока автомобиля по-
казал, что они не всегда обеспечивают необ-
ходимой точности и трудоемки и затратны. 
В случае использования общедоступных дан-
ных радарного сканирования земли со спут-
ников погрешность может достигать 30–50%. 
Хотя в будущем по мере совершенствования 
точности зондирования и доступности данный 
способ представляется наиболее перспектив-
ным для решения задач тяговой динамики ав-
томобиля.

2. Для проведения работ по автоматизации
и управления трансмиссий автомобилей на ос-
нове микроконтроллеров требуются записи 
больших участков дорог, для чего необходим 
иной и более дешевый способ регистрации па-
раметров дорог.

3. Предложен метод регистрации уклонов
больших участков дорог в процессе движения 
автомобиля на основе микроконтроллера Ar-
duino Due, датчика ускорений и углов наклона 
MPU-6050 и записи данных на SD-карту. 
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4. Использование предложенного метода за-
меров на основе ускорений неподрессоренной 
массы обеспечивает хорошее совпадение по ха-
рактеру изменения, максимальным и средне-
квадратичным значениям высот продольных 
профилей и могут использоваться в практике 

моделирования тяговой динамики автомобиля. 
В его массив можно включить данные о до-
рожных условиях, что позволило бы решать 
более широкий круг задач, как тяговой дина-
мики, так и нагруженности автомобиля и оцен-
ки его долговечности.
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THE ANALYSIS OF METHODS OF RECEPTION 
OF LONGITUDINAL PROFILE OF ROADS
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The analysis of methods of reception of longitudinal biases/profile of road important for carrying out of modelling of 
movement of the vehicle on the basis of geodetic charts, gaugings of roads by means of the geodetic equipment, use mobile 
laboratories is carried out, radar scanning of the earth, data read-out from the electronic control package of the car and the 
estimation of their accuracy is given. It is noticed that the listed modes are labour-consuming and Expenses and not always 
provide necessary accuracy. So in case of use of the popular data of radar scanning of the earth from companions the error 
can reach 30–50%. Though in the future in process of perfection of accuracy of sounding and availability of the information 
the given mode is represented to the most perspective.

The method of registration of cross-sections/biases of the big sites of roads in the course of movement of the vehicle on the 
basis of microcontroller Arduino Due, the gauge of speedups and discharge angles MPU-6050 and data recording on a SD-
card is offered, application of the combined processing of the information on the basis of the developed programs in language 
With in the microcontroller and in module S-Function Builder in package Matlab/Simulink is considered.

By means of the offered methods registration of biases of road of difficult character by extent of 10 km is spent. And for 
the same road the method of use of a chart of radar scanning of the earth constructs a road cross-section. Comparison of re-
sults of methods of use of speedups and radar scanning of the earth is spent. 

Good coincidence of character of change of a cross-section of road and sredne-quadratic and maximum values of heights 
of a cross-section of the road, received on the offered methods (a toe-out of 7–20%) is revealed. 

Keywords: the Car, a longitudinal profile/bias of road, modelling of biases of road and external indignation, 
microcontroller Arduino, MatLab/SimuLink.
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В. М. РОМАНЧАК

АППРОКСИМАЦИЯ СИНГУЛЯРНЫМИ ВЕЙВЛЕТАМИ

Задача аппроксимации является актуальной практически для любого инженерного исследования. В этой 
связи представляют интерес универсальные методы аппроксимации. В работе развивается метод непараме-
трической аппроксимации – метод сингулярных вейвлетов. Метод включает в себя эффективный численный 
алгоритм, основанный на суммировании рекуррентной последовательности функций. Универсальность алго-
ритма означает, что его можно применять для приближения одномерных и многомерных функций, в систе-
мах поддержки принятия решений, при обработке стохастической информации, распознавании образов, ре-
шении краевых задач. 

Во введении поясняется идея метода сингулярных вейвлетов – объединить теорию вейвлетов с ядерными 
оценками регрессии типа Надарая-Ватсона. Обычно ядерные оценки рассматриваются как пример непараме-
трического оценивания. Однако один параметр – параметр размытости, все же присутствует в традицион-
ном алгоритме ядерной регрессии. Выбор оптимального значения этого параметра является сложной мате-
матической задачей и этому вопросу посвящены многочисленные работы. При аппроксимации по методу син-
гулярных вейвлетов происходит суммирование ядерных оценок типа Надарая-Ватсона по параметру 
размытости, что в значительной степени снимает проблему оптимального выбора этого параметра.

В основной части работы формулируются теоремы, которые определяют свойства регуляризованного 
вейвлет-преобразования. Впервые получены достаточные условия равномерной сходимости вейвлет ряда. Для 
иллюстрации эффективности численного алгоритма аппроксимации рассмотрен пример квази-интерполяции 
функции Рунге вейвлетами с равномерным распределением узлов интерполяции.

Ключевые слова: вейвлет преобразование, окно Парзена–Розенблатта, непараметрическая аппроксимация, 
ядерная оценка Надарая–Ватсона.

Введение
Распространение методов непараметриче-

ской аппроксимации объясняется возможно-
стью их применения для построения сложных 
математических моделей [1]. В прикладных 
работах используют аппроксимацию ядерны-
ми функциями [2], [3], [4], [5] и аппроксима-
цию вейвлетами [6], [7], [8]. В данной работе 
развивается метод сингулярных вейвлетов, 
в котором используется вейвлет преобразова-
ние с ядерными функциями. 

Метод сингулярных вейвлетов был предло-
жен и сформулирован нами в работах [9], [10]. 
Пусть y(x) – это базисный вейвлет [6] («ма-
ленькая волна», «всплеск»). В вейвлете варьи-
руют значения параметра масштабирования 
a и параметра сдвига b:

1 .t b
a a

- y 
 

(1)

В теории вейвлетов рассматривают скаляр-
ное произведение действительной функции 

f(t) и вейвлет функции (1), которое называют 
вейвлет-преобразованием:

1( , ) ( ) t bWf b a f t dt
a a

∞

-∞

- = y∫  
 

. (2)

Можно показать, что если функция y(x) 
в среднем равна нулю, 

( ) 0,t dt
∞

-∞
y =∫  (3)

то в преобразовании (2) «малый всплеск» при-
водит к «маленькой волне», т. е. функция Wf(b, a) 
для малых a будет близка к нулю [7]. Если ба-
зисный вейвлет y(t) в среднем не равен нулю, 
то назовем такой вейвлет сингулярным. Если 
вейвлет является сингулярным («большой 
всплеск»), то преобразование Wf(b, a) может 
привести к «большой волне», т. е. функция 
Wf(b, a) не будет стремиться к нулю при ма-
лых a. 

Аппроксимация сингулярными вейвлетами, 
основывается на регуляризации вейвлет пре-
образования (2) по формуле: 
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( ) 1( ) ( , ) ( ( ) ( )) t bW f f b b a f t f b dt
a a

∞

-∞

- - = - y∫  
 

.

(4)

Если вейвлет не является сингулярным, то 
регуляризованное вейвлет преобразование (4) 
совпадает с вейвлет преобразованием (2). Но 
для сингулярного вейвлета «большой всплеск» 
по-прежнему будет приводить к «маленькой 
волне», т.е. функция W(f – f(b))(b, a) для малых 
a будет близкой к нулю. В качестве вейвлета 
в преобразовании W(f – f(b))(b, a) можно взять 
дельта-образные функции, которые применя-
ют при ядерной оценке регрессии [2], напри-
мер вейвлетом может быть функция плотности 
стандартного нормального распределения. 
Тогда, если интеграл в выражении (4) заме-
нить суммой и считать преобразование W(f – 
f(b))(b, a) достаточно малой величиной, полу-
чим непараметрическую ядерную оценку На-
дарая–Ватсона [3], [4]:

1

1

( )
( )

n i
i

i
n i

i

t bf t
af b

t b
a

=

=

- y∑  
 ≈
- y∑  

 

. (5)

Для ядерной оценки (5) существенно усло-
вие положительности ядра. Мы видим, что ре-
гуляризация вейвлет преобразования позволя-
ет объединить теорию вейвлетов с ядерными 
оценками регрессии. Такое объединение на-
звано нами методом сингулярных вейвлетов. 

Сингулярный вейвлет
Определение. Пусть y(t) – убывающая на 

бесконечности функция, причем такая, что

2( ) ,
1

qt
t

y ≤
+

 (6)

q – некоторая константа, q > 0, для которой су-
ществует конечное среднее значение. Такую 
функцию будем называть базисным вейвлетом. 
Базисный вейвлет y(t) равный нулю в среднем 
(условие (3)) будем называть классическим, 
а не равный нулю – сингулярным. Базисный 
сингулярный вейвлет, удовлетворяющий усло-
вию нормировки, 

( ) 1,t dt
∞

-∞
y =∫ (7)

будем называть дельта-вейвлетом. 

Для дельта-вейвлета, регуляризация (4) рав-
на разности вейвлет-преобразования и значе-
ния функции f(b): W(f – f(b))(b, a) = Wf(b, a) – f(b). 
Для классического вейвлета регуляризация (4) 
совпадет с вейвлет-преобразованием: W(f – 
f(b))(b, a) = Wf(b, a). В работе [10] доказаны те-
оремы. 

Теорема 1. Пусть y – базисный сингуляр-
ный вейвлет. Если функция y(t) четная, y(t) ∈ 
L2, ty(t) ∈ L1, тогда для любой непрерывной 
в точке t функции f(t) из L2 (R):

2
0

1 1( ) ( ( )) ( , ) t bf t W f f b f b a dbda
C aa

∞ ∞

-∞

- = - y∫ ∫  
 

где 

( )
0

( ) (0) ( )
2

u u
C du

u

∞ Y - Y Y
= π∫

причем
C < ∞ , (8)

где Y(x) – преобразование Фурье для функций 
y(t): 

1( ) ( )
2

ixtx t e dt
∞

-∞
Y = y

π
∫ .

Теорема 2. Пусть f(t) ∈ L1, y(t) – базисный 
дельта-вейвлет, тогда преобразования W(f – 
f(b))(b, a) в каждой точке непрерывности функ-
ции f(b) при a → 0, a > 0 стремится к нулю: 
W(f– f(b))(b, a) → 0.

Последовательность  
вейвлет-преобразований 

Лемма. Если функция f(x) ∈ L1 и непре-
рывна в точке x, то преобразование F(x) = W(f – 
f(x))(x, a) непрерывно в точке x и F(x) ∈ L1, [10].

Введем последовательность регуляризован-
ных вейвлет-преобразований Fk(x): 

1( ) ( ) ( , )k k k
kF x F x WF x a+ = - ,  (9)

где 1( , ) ( )k k
k

k k

t xWF a F
a a

x t dt
∞

-∞

 -
y 

 
= ∫ – вейв-

лет преобразование, k = 0, 1, ..., K – 1, F0(x) = f(x) – 
начальная функция. Тогда справедлива следу-
ющая теорема.

Теорема 3. Для непрерывной в точке x функ-
ции f(x) существует разложение по формуле 

-

0
( ) ( , ) ( )

1K k K
k

k
f x WF x a F x

=
= +∑ , (10)
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где ak – произвольная последовательность дей-
ствительных чисел, ak > 0, k – номер преобра-
зования, FK(x) = W(FK–1 – FK–1(x))(x, aK–1) – оста-
точный член, FK(x) → 0, при aK–1 → 0, K – по-
рядок аппроксимации.

Доказательство проиллюстрируем на при-
мере разложения второго порядка, K = 2. В этом 
случае рекуррентные формулы (9) имеют вид

1 0 0
0( ) ( ) ( , )F x F x WF x a= - ,

2 1 1
1( ) ( ) ( , )F x F x WF x a= - .

Сложив эти равенства, получим 
2 0 1 0

0 1( ) ( ) ( , ) ( , )F x F x WF x a WF x a= - -  
и

0 1 2
0 1( ) ( , ) ( , ) ( )f x WF x a WF x a F x= + + .

Причем функции F1(x), F2(x) – принадле-
жат пространству L1[A, B] и непрерывны в точ-
ке x (на основании Леммы). Остаточный член 
F2(x) можно сделать сколь угодно малым, под-
ходящим выбором a1 на основании Теоремы 1. 
Для произвольного порядка K, формула дока-
зывается аналогично. В случае K = 1 разложе-
ние (10) совпадает с оценкой регрессии Нада-
рая-Ватсона.

Равномерная сходимость  
вейвлет-ряда

Пусть Fk(x) – последовательность вейвлет-
преобразований (9) с начальной функцией 
F0(x) = f(x) и 

1( , ) ( )k k
k

k k

t xWF x a F t dt
a a

∞

-∞

 -
= y∫  

 
.  (11)

Ряд 

0
,( , )k

k
k

WF x a
∞

=
∑  (12)

будем называть вейвлет-рядом. 
В формуле (10) значение функции f(x) рав-

но частичной сумме вейвлет-ряда (12) и оста-
точного члена. Рассмотрим, при каких услови-
ях вейвлет-ряд (12) сходится равномерно.

Теорема 4. (Достаточное условие равно-
мерной сходимости.) Пусть начальная функ-
ция, F0(x) = f(x), для ряда (12) удовлетворяет 
условию Липшица, |f(x) – f(y)| < A|x – y|, x, y ∈ R, 
A – постоянная и y(u) – положительный дельта-
вейвлет, uy(u) ∈ L1. Вейвлет-ряд (12) сходит-
ся равномерно для всех x ∈ R, если ak = a0qk,  
ak > 0, k = 0, 1, –, где 0 < q < 1/2.

Доказательство. Запишем регуляризован-
ное вейвлет-преобразование (9) в виде 

( ) ( )1( ) ( ) ( ) ,k k k
kF x F x F x a u u du+

∞
= - + y∫

-∞
(13)

где F0(x) = f(x), k = 0, 1, .... 
Тогда

(
) ( )

1 1( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) .

k k

k k

k k
k k

F x x F x

F x x F x

F x a u x F x a u u du

+ ++ D - ≤

∞
+ D - +∫

-∞

+ + D - + y

 (14)

В частном случае для k = 0 из неравенства 
(14) и условия Липшица |f(x + Dx) – f(x)|<A|Dx|
и |f(x + a1u + Dx) – f(x + a1u)| < A|Dx|, получим

( )1 1( ) ( ) 2 2 ,F x x F x A x u du A x
∞

-∞
+ D - ≤ D y = D∫

(15)
для положительного дельта-вейвлета

( ) 1u du
∞

-∞
y =∫ . 

Далее, для k = 1 на основании (14) с учетом 
(15), будет выполняться

 2 2 2( ) ( ) 2F x x F x A x+ D - ≤ D . 

Аналогично в общем случае 

( ) ( ) 2k k kF x x F x A x+ D - ≤ D (16)

Теперь для Fk+ 1(x) в формуле (13) с помо-
щью оценки (16), получим 

( )

( )

1
( ) ( ) ( )

2 ,

k k k
k

k
k

F x F x F x a u u du

Aa u u du

∞+

-∞
∞

-∞

≤ - + y ≤∫

y∫

k = 0, 1, 2, ..., и, следовательно, 
1( ) 2 ,k k

kF x a C+ ≤  (17)

где ( ) .C A u u du
∞

-∞
= y∫ . Если ak = a0qk, k = 0,  

1, …, где 0 < q < 1/2, тогда ряд (12) сходится 
равномерно на основании (17), поскольку в этом 
случае FK+1(x) → 0. Аппроксимация дельта-
вейвлетами (12) может служить обоснованием 
численного алгоритма дискретной аппрокси-
мации. 
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Алгоритм аппроксимации
Пусть задан набор точек xi, i = 0,1, ..., n, 

а также значения функции yi в этих точках. 
Требуется построить функцию f(x), проходя-
щую близко к значениям yi в точках xi, f(xi) ≈ yi, 
i = 1, ..., n.

Присваиваем начальные значения yi коэф-
фициентам вейвлета нулевого порядка 0

iW : 
0

iiW y= , i = 1, ..., n.
Вычисляем коэффициенты регуляризован-

ного вейвлет-преобразования, используя дис-
кретный аналог формулы (9):

1

11

i

1

i j

j

k
i

i kk k
j j

i k

x x
W

a
W W

x x
a

-

--

-

- 
y∑  

 = -
- 

y∑  
 

(18)

здесь k = 1, .... K – 1, k
iW  – значения коэффици-

ентов вейвлета k-го порядка в точке xi, i, j = 1, ..., 
n, ak = a2–k, a – постоянная.

Восстанавливаем функцию fK(x) ≈ f(x) во 
всех точках интервала [A, B], используя аналог 
формулы (10):

1 i

1

1 i

1

( )

k
iK k

K
k

i k

x xW
aif x

x x
a

-

-

=

-

 -
y∑  

 = ∑
 -

y∑  
 

. (19)

Пример. 
В 1901 г. Рунге исследовал интерполяцию 

полиномами на отрезке [–1, 1] функции f(x) =  
1/(1 + 25x2) при равномерном распределении 
узлов сетки и показал, что при бесконечном 
увеличении степени n интерполяционного по-
линома Pn последовательность Pn расходится 
на интервале [–1, 1]. Выполним квази-интерпо-
ляцию функции Рунге f(x) методом сингуляр-
ных вейвлетов, равномерно распределив узлы 
интерполяции на промежутке [–1, 1]. Выберем 
базисный сингулярный вейвлет 

2
( ) ,xx e-y =   

xi = –1 + ih, i = 0, 1, ..., 16, h = 1/8, yi = f(xi). Най-
денные значения коэффициентов вейвлетов k

iW  

по формуле (18) приведены в таблице (ввиду 
симметрии представлена только половина ко-
эффициентов, i = 8, 9, ..., 16). Номер строки m, 
m = 1, 2, ..., 7, соответствует номеру итерации  
k = m – 1. 

Коэффициенты вейвлетов Wi
k

1 0,72 0,39 0,22 0,14 0,09 0,07 0,05 0,04
0,72 0,44 0,11 –0,05 –0,13 –0,17 –0,18 –0,19 –0,19
0,68 0,40 0,08 –0,07 –0,13 –0,16 –0,16 –0,15 –0,15
0,50 0,24 –0,03 –0,12 –0,12 –0,09 –0,06 –0,04 –0,04
0,27 0,06 –0,09 –0,08 –0,04 –0,01 0,01 0,01 0
0,09 –0,01 –0,04 –0,01 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

Значения аппроксимирующей функции бы-
ли рассчитаны по формуле (19). На рисунке 
представлены график функции Рунге –– – f(x), 
аппроксимирующей функции ---- – fK(x) и • – 
узлы интерполяции.

Выводы 

В работе развивается новый метод аппрок-
симации – метод сингулярных вейвлетов, до-
казано достаточное условие равномерной схо-
димости вейвлет ряда, приводится пример ква-
зи-интерполяции функции.

Аппроксимация функции Рунге
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The problem of approximation is relevant for most engineering applications. In this connection, the universal methods of 
approximation are of interest. The method of nonparametric approximation is developing in the paper – the method of singular 
wavelets. The method includes an effective numerical algorithm based on the summation of a recursive sequence of functions. 
The universal algorithm of approximation makes it possible to apply it to approximate one-dimensional and multidimensional 
functions, in decision support systems, in the processing of stochastic information, pattern recognition, and solution of bound-
ary-value problems.

The introduction explain the idea of   the method of singular wavelets – to combine the theory of wavelets with the Nada-
raya-Watson kernel regression estimator. Usually, Nadaraya-Watson kernel regression are considered as an example of non-
parametric estimation. However, one parameter, the smoothing parameter, is still present in the traditional kernel regression 
algorithm. The choice of the optimal value of this parameter is a complex mathematical problem, and numerous studies have 
been devoted to this question. In the approximation by the method of singular wavelets, summation of Nadaraya-Watson ker-
nel regression estimates with the smoothing parameter takes place, which solves the problem of the optimal choice of this pa-
rameter.

In the main part of the paper theorems are formulated that determine the properties of the regularized wavelet transform. 
Sufficient conditions for uniform convergence of the wavelet series are obtained for the first time. To illustrate the effectiveness 
of the numerical approximation algorithm, we consider an example of the quasi-interpolation of the Runge function by wave-
lets with a uniform distribution of interpolation nodes.

Keywords: Wavelet transform, the Parzen–Rosenblatt window method, nonparametric estimator, Nadaraya-Watson 
kernel regression 
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О ПОДХОДАХ К СОЗДАНИЮ СИСТЕМЫ АВТОМАТИЗАЦИИ, 
СВЯЗАННОЙ С СОЦИАЛЬНО-ЭКОНОМИЧЕСКИМИ ПЕРЕМЕ-

ЩЕНИЯМИ ЛЮДЕЙ
Учреждение образования 

«Гродненский государственный университет имени Янки Купалы» 

В современных условиях актуальным является разработка общей концепции и реализация системы хране-
ния и анализа данных, связанных с социально-экономическими перемещениями людей. Движение населения, 
связанное как с долгосрочными, так и краткосрочными миграциями носит возрастающий характер, что непо-
средственно влияет на различные сферы деятельности как отдельной страны, так и мирового сообщества, 
в целом. В предлагаемой статье описывается предметная область, связанная с социально-экономическими 
перемещениями людей, отмечаются ключевые особенности внутренних и внешних миграций. Исходя из пред-
метной области, предлагается общая архитектура универсальной системы накопления и обработки данных, 
которая базируется на клиент-серверной архитектуре. Для серверной части системы приводится фрагмент 
модели данных, которая связана с накоплением данных из внешних источников. Предлагаются общие подходы 
к использованию алгоритмов и необходимых структур данных. Описывается каркас архитектуры системы 
с возможностью масштабирования как вертикального так горизонтального.

Предлагаемая система организовывает процесс поиска данных и заполнения базы из сторонних источников. 
Для этого в системе разработан модуль для сбора и преобразования информации из сторонних Интернет-источ-
ников и отправки их в базу данных. В работе отмечаются особенности клиентского приложения, которое предо-
ставляет удобный интерфейс для анализа данных в виде диаграмм, графиков, карт и т.п. Система предназначена 
различных пользователей, заинтересованных в анализе экономико-социальных перемещений, например, тури-
стическим организациям, желающим получить статистику за определенное время, авиакомпаниям, которым от-
рывается возможность планировать рейсы в том или ином направлении, а также государственным структурам 
с целью анализа миграционных потоков населения и выработке соответствующей стратегии их регулирования.

Ключевые слова: веб-система, социально-экономические перемещения, модель данных, общая архитектура, ал-
горитм Бойера-Мура; клиент-сервер; подсистема анализа

О предметной области исследований, свя-
занной с социально-экономическими пере-

мещениями людей
На сегодняшний день все большее число 

практиков и научных исследователей исполь-
зуют большие данные для измерения различ-
ных аспектов человеческой деятельности, вклю-
чая мобильность человека. Например, такие 
наборы данных используются для региональ-
ного разграничения в различных масштабах 
[1, 2], классификации землепользования [3], 
оптимизации транспортировки и исследова-
ний в области транспорта [4], подсчета соци-
ально-экономических показателей городских 
кварталов [5], изучение туристического пове-
дения [6] и многих других социальных наук.

В силу этого актуальным представляется 
разработка общей концепции и реализация си-
стемы складирования и обработки данных, 
связанных с различными видами деятельности 
людей, которая может быть рассмотрена в аспек-
те создания некоторого глобального хранили-
ща данных [7, 8].

Исследование и обобщение предметных об-
ластей различной тематики является востребо-
ванным направлением исследований [9, 10]. 
Во-первых, в мире накоплены огромные мас-
сивы информации, часто достаточно разрознен-
ной и воспринимаемой в отрыве от общей кар-
тины жизнедеятельности общества. Во-вторых, 
разработаны и разрабатываются различные 
методы, алгоритмы и методологии анализа 
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данных [11–13], которые используются для 
конкретной выборки или совокупности иссле-
дуемых данных. В-третьих, имеется достаточ-
ное количество необходимого программного 
обеспечения, технологий и методов формали-
зации массивов данных, которые позволяют 
структурировать данные определенной тема-
тики. С другой стороны, пример развития Все-
мирной сети показывает, что в едином инфор-
мационном пространстве данные, практически, 
взаимосвязаны, порождены различными вида-
ми деятельности общества и следует рассма-
тривать их в контексте цельного представле-
ния, но в рамках проекций определенного вида 
деятельности или взаимодействий.

Рассмотрим основные аспекты предмет-
ной области, связанной с социально-экономи-
ческими перемещениями людей.

Под перемещением населения или мигра-
цией понимается его «механическое движе-
ние» по территории земного шара. Миграции 
могут бывают внешними и внутренними.

Внутренние миграции связаны с переме-
щением людей из одного региона страны в дру-
гой с целью поиска нового места проживания 
и/или работы. Внутренние миграции наблюда-
ются в пределах территории страны своего 
происхождения (например, миграция из сель-
ской местности в города).

Внутренние миграции рассматривают пе-
ремещение людей за пределы своей страны, 
причем, можно выделить следующие виды 
внешней миграции:

– эмиграция – выезд граждан из своей стра-
ны в другую на постоянное жительство или 
достаточно длительный срок;

– иммиграция – въезд граждан в другую
страну на постоянное жительство или доста-
точно длительный срок.

Кроме того, по длительности процесса пе-
ремещения миграции могут быть как кратко-
срочные (например, с целью туризма), так 
и долгосрочные (работа, учеба и т.п.)

Под данными об экономико-социальных пе-
ремещениях будем понимать количество людей, 
переехавших из одного географического реги-
она в другой с учетом различных параметров, 
связанных с социальным, финансовым, экон-
мическим, культурным и т. п. статусом людей.

Исследование экономико-социальных пе-
ремещений людей позволит с высокой степе-

нью достоверности выделить наиболее благо-
приятные географические объекты для людей 
в соответствии с определенными критериями 
их жизни и внутренними установками. Кроме 
того, возможно отслеживание общемировых 
тенденций как в плане экономико-социального 
развития, так и в плане благоприятности реги-
онов для туризма в конкретные периоды вре-
мени.

В целом, движение населения носит возрас-
тающий характер. Этому способствует процессы 
глобализации в современном мире, упрощение 
визового режима между странами, рост полити-
ческой миграции и другие факторы. Отметим, 
что общая статистика не учитывает причины 
возникновения тех или иных тенденций, отсут-
ствуют конкретные демографические, политиче-
ские, социальные факторы, которые и являются 
первопричиной возникновения тех или иных ми-
грационных потоков. Сбор статистических све-
дений, чаще всего, носит изолированный харак-
тер и представляет лишь численные показатели 
выбранных метрик. Полученные данные прини-
маются как отображение текущего положения.

Источники данных государственных уч-
реждений, являясь общедоступными, не всег-
да легко поддаются обработке из-за отсутствия 
программного интерфейса и специфических 
форматов хранения. Такие ограничения, как 
правило, не позволяют легко использовать их 
при проведении анализа. Кроме возможностей 
анализа данных возникает также вопрос и ото-
бражения их в доступном виде, в частности, 
в виде различных графических визуализаций.

На основе статистических данных о мигра-
циях и анализа сопутствующих данных воз-
можно создание прогностического аппарата, 
способного на основе сопутствующих данных 
предсказать, например, темпы миграции в тот 
или иной регион.

Таким образом, предлагаемая разработка 
использует данные об экономико-социальных 
перемещениях людей. Причем, основным ис-
точником демографических и миграционных 
данных выбран веб-ресурс Организации Объ-
единенных Наций [14], который имеет огром-
ное количество информации о миграционных 
показателях в различных странах мира. Дан-
ные можно получить в виде файла. Этот ре-
сурс является основным источником данных 
для разрабатываемого приложения.
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Для изучения внутренней миграции в кон-
кретных странах можно использовать нацио-
нальных ресурсов, например, таких как сайт ев-
ропейской статистики Евростат [15] или сайт 
Национального статистического комитета Ре-
спублики Беларусь [16http://www.belstat.gov.by/].

Общая архитектура приложения, 
связанного с миграционными данными

Система обработки социально-экономиче-
ских перемещений использует клиент-сервер-
ной архитектуре и предназначено для предо-
ставления пользователям наиболее актуальных 
данных экономико-социальных перемещений 
людей. Приложение организовывает процесс 
поиска данных и заполнения базы из сторонних 
источников. Для этого в системе разработан мо-
дуль для сбора и преобразования информации 
из сторонних Интернет-источников и отправки 
их в базу данных.

Система предоставляет неавторизованному 
пользователю возможность регистрации в си-

стеме, а также – фильтрации и просмотра ин-
формации.

Авторизованные пользователь может при-
нимать одну из трех ролей: Администратор, 
Редактор или Пользователь.

Администратор должен обладать возмож-
ностью редактирования данных о пользовате-
лях, в том числе создавать новых, либо менять 
их роли. Остальные возможности Администра-
тор должны совпадать с теми, которые предо-
ставлены Редактору.

Редактор может добавлять, редактировать 
и удалять контент. В его обязанности входит 
обновление информации, связанной с эконо-
мико-социальными перемещениями людей.

Пользователю предоставляется возмож-
ность задания фильтрации данных экономико-
социальных перемещений для дальнейшего 
анализа и визуализации.

Общая архитектура реализации системы 
и связи между уровнями изображены на  
рис. 1.

Рис. 1. Общая архитектура реализации
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Система реализована в виде трех уровней, 
имеющих минимальные связи между собой: 
уровень базы данных; уровень, включающий 
доступ к данным; сервисный уровень; уро-
вень, включающий бизнес-логику; уровень 
взаимодействия с пользователем.

Уровень базы данных представляет собой 
отдельный сервер, на котором развернута 
СУБД. Уровень базы данных связан с сервис-
ным проецированием бизнес моделей на реля-
ционные объекты базы данных с помощью Ре-
позитория (компонент Repository). Репозито-
рий также ответственен за работу с данными 
(сохранение, обновление, удаление, выборка). 
Основой репозитория является технология 
ADO. NET Entity Framework. База данных си-
стемы содержит информацию о пользователях 
системы, контент и статистические данные, 
связанные с социально-экономическими пере-
мещениями людей.

Слой взаимодействия с базой данных со-
держит набор классов, представляющих моде-
ли данных из доменной области. На уровне 
этого слоя также реализуются классы-репози-
тории, инкапсулирующие в себе подключение 
к базе данных и формирование запросов, пред-
ставляя для клиента интерфейс, через который 
открывается возможность произведения 
CRUD операций над элементами базы данных.

Отдельно в архитектуре выделена система 
заполнения базы данных. Этот компонент вза-
имодействует с базой данных через слой взаи-
модействия и предназначен для формирования 
консистентных данных. На уровне этого моду-
ля должны быть реализованы классы, взаимо-
действующие с внешними источниками дан-
ных. Задачей таких классов является загрузка 
специфических данных на сервер, их конвер-
тация, с учетом структуры исходных файлов, 
а также– запись этих данных базу.

Параллельно со слоем заполнения базы дан-
ных находится слой сервисов, на котором пред-
ставлены модули поиска и кластерного анали-
за статистических данных социально-эконо-
мических перемещений людей. Модуль поиска 
реализует в себе алгоритм Боейра-Мура, для 
дальнейшего использования совместно с мо-
дулем кластерного анализа при формировании 
релевантных результатов поиска. Модуль кла-
стерного анализа реализует метод невзвешен-
ного попарного среднего для выделения кла-

стеров на основе статистических данных. Оба 
модуля инкапсулируются слоем сервисов, ко-
торый предназначен для предоставления дан-
ных внешним клиентам.

В качестве внешнего клиента выступает 
веб-приложение, которое представлено слоем 
бизнес логики и слоем представления. Слой 
бизнес логики взаимодействует со слоем сер-
висов для получения данных социально-эко-
номических перемещений людей и результаты 
их анализа. Слой представления предназначен 
для визуализации полученных данных в виде 
диаграмм, графиков и таблиц.

Для создания системы используется про-
граммная технология. Net Framework компании 
Microsoft, язык С#, СУБД MS SQL SERVER, 
различные программные инструменты (Entity 
Framework, jQuery, amCharts), позволяющие 
решить поставленные задачи наиболее эффек-
тивным способом. В данном разделе описыва-
ются выбранные технологии и рассматрива-
ются их основные преимущества.

О подходах к поиску и анализу данных
Алгоритм Боейра-Мура. Для поиска дан-

ных выбран алгоритм поиска по подстроке 
Бойера-Мура ([17], см. рис. 2).

Алгоритм сравнивает один за другим спра-
ва налево символы шаблона x, начиная с само-
го правого, с символами исходной строки y. 
Если все символы шаблона совпадают с нало-
женными символами строки, поиск закончен, 
т.к. подстрока найдена. В случае несовпадения 
некоторого символа (или полного совпадения 
всего шаблона) алгоритм использует две пред-
варительно вычисляемых эвристические функ-
ции – сдвиг позиции вправо для начала срав-
нения. Таким образом, для сдвига позиции  
начала сравнения алгоритм Бойера-Мура вы-
бирает между двумя функциями, которые на-
зываются эвристиками хорошего суффикса 
и плохого символа (другое название – эвристи-
ки совпавшего суффикса и стоп-символа). В си-
лу того, что функции эвристические, выбор 
между ними осуществляется по итоговому зна-
чению.

Обозначим через S – алфавит. Пусть |y| = |n|, 
|x| = m, |S| = σ. 

Предположим, что в процессе сравнения 
возникает несовпадение между символом 
x[i]  = a шаблона и символом [  ] y i j b+ =  исход-
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ного текста при проверке в позиции j. Тогда  
x[i + 1 ... m – 1] = y[i + j + 1 ... j + m – 1] = u, x[i] ≠ y[i + j]  
и m – i – 1 символов шаблона уже совпало.

Метод невзвешенного попарного среднего. 
Для анализа данных экономико-социальных 
перемещений людей был выбран метод не-
взвешенного попарного среднего для опреде-
ления кластеров. 

Пусть требуется провести классификацию 
заданного множества объектов методом не-
взвешенного попарного среднего. Перед нача-
лом работы алгоритма рассчитывается матри-
ца расстояний между объектами: на каждом 
шаге в матрице расстояний находится мини-
мальное значение, которое соответствует рассто-

янию между двумя наиболее близкими класте-
рами. Найденные кластеры u и v объединяют-
ся, образуя новый кластер k. Строки и столбцы, 
соответствующие кластерам u и v, выбрасыва-
ются из матрицы расстояний, и добавляется 
новая строка и новый столбец, соответствую-
щие кластеру k. В результате матрица сокра-
щается на одну строку и один столбец. Данная 
процедура повторяется до тех пор, пока не бу-
дут объединены все кластеры.

Пусть кластеры u, v и k содержат uT , vT   
и kT  объектов, соответственно. Кластер k об-
разован путем объединения кластеров u и v, 
тогда k u vT T T= + . Необходимо рассчитать уда-
ленность кластера k от некоторого кластера w. 

Рис. 2. Блок-схема алгоритма Бойера-Мура
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Расстояние между этими кластерами опреде-
ляется согласно формуле:

( )( ) , ,, , .u u v v

u v

T D T D
D u v

T T
w w+

w =
+

Экспоненциальная аппроксимация линий 
тренда. Для прогнозирования определенных 
тенденций в сфере экономико-социальных пе-
ремещений людей используются линии трен-
дов, причем, достаточно часто применяется 
экспоненциальная зависимость.

Экспоненциальная аппроксимация исполь-
зуется, как правило, в силу того, что у вводи-
мых данных скорость возрастания входных дан-
ных достаточно велика. Однако существуют 
и ограничения использования такой аппрокси-
мации, например, входные данные, не могут 
содержать нулевые или отрицательные харак-
теристики.

В общем виде уравнение для экспоненци-
альной регрессии имеет следующий вид:

xy eb= a ,

где y – значение функции, x – область опреде-
ления функция, a и b – константы.

О концептуальном моделировании  
данных системы 

Для построения модели данных системы 
[8] использовалась структурна методология
и средство автоматизированного проектирова-

ния PowerDesigner. Определены сущности си-
стемы, их взаимосвязи, ограничения на дан-
ные, ограничения целостности и пользова-
тельские ограничения (см. рис. 3).

Отметим, что указанный фрагмент модели 
данных используется для анализа данных, ко-
торые загружаются в систему через автомати-
зированный поиска. 

Для создания системы используется про-
граммная технология. Net Framework компании 
Microsoft, язык С#, СУБД MS SQL SERVER, 
различные программные инструменты (Entity 
Framework, jQuery, amCharts), позволяющие 
решить поставленные задачи наиболее эффек-
тивным способом.

Клиентское веб-приложение
Основная задача веб-клиента – это отобра-

жение демографических и миграционных дан-
ных на интерактивной карте, см., например, 
рисунок 4 и рис. 5.

Анализируя линии трендов для определен-
ных кластеров можно сделать прогноз о том, 
в каких пределах будет изменятся количество 
въезжающих людей в определенный регион. На 
рисунке 5 представлена карта въезжающих во 
Французскую Республику. Анализ линий трен-
дов показывает, что кластер стран, состоящий 
из государств Северной Африки, таких как Ма-
рокко и Алжир, будет доминирующим в 2020–
2025 годах по количеству выехавших граждан.

Рис. 3. Фрагмент концептуальной модели данных, связанной с демографическими и миграционными показателями
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Отметим, что веб-клиент содержит также 
модуль для администратора системы, позволя-
ющий редактировать пользователей и добав-
лять новые данные для анализа.

На основе кластеризованных данных с по-
мощью GoogleChartsApi можно построить не-
обходимые графики. В листинге приведен 
пример визуализации данных в виде графика 
на основе кластеризованных данных.

Листинг 3.8. Реализация построения гра-
фика на основе кластеризованных данных

// Load the Visualization API and the corechart pack-
age. 

google.charts.load(‘current’, {‘packages’:[‘corechart’]}); 

// Set a callback to run when the Google Visualization 
API is loaded. 

google.charts.setOnLoadCallback(drawChart); 

// Callback that creates and populates a data table, 

// instantiates the pie chart, passes in the data and 
// draws it. 
function drawChart() {

var elements = @Html.Raw(JsonConvert. SerializeOb-
ject(Model, Formatting. None)); 

var array = elements.map(function(item) {
return [item[0], parseInt(item[1])]; 
}); 

// Create the data table. 
var data = new google.visualization. DataTable(); 
data.addColumn(‘string’, ‘Country Name’); 
data.addColumn(‘number’, ‘Number of People’); 
data.addRows(array); 

// Set chart options 
var options = {
‘title’: ‘How much people immigrate’, 
‘width’: 400, 
‘height’: 300 
}; 

// Instantiate and draw our chart, passing in some op-
tions. 

var chart = new google.visualization. PieChart(docu-
ment.getElementById(‘@guid’)); 

chart.draw(data, options); 
} 

При реализации клиентского приложения 
был использован паттерн проектирования MVС. 
Его концепция позволяет разделить данные, 
представление и обработку действий пользо-
вателя на три отдельных компонента.

Рис. 4. Линия тренда Французской Республики

Рис. 5. Карта эмиграций во Французскую Республику
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Заключение

Таким образом, актуальным представляет-
ся разработка системы, связанной с экономи-
ко-социальными перемещениями людей, дан-
ные которой будут являться исходной инфор-
мацией для универсальной системы хранения 
и обработки данных практико-ориентирован-
ной направленности в контексте единого хра-
нилища данных.

Предлагаемая система наряду с использова-
нием в качестве первого уровня общей универ-

сальной системы на основе технологии склади-
рования данных, может быть востребована ши-
роким кругом лиц, заинтересованных в эконо-
мико-социальных перемещениях, таким как, 
туристическим организациям, желающим по-
лучить статистику за определенное время, ави-
акомпаниям, которым отрывается возможность 
планировать рейсы в том или ином направле-
нии, а также государственными структурами 
с целью анализа миграционных потоков населе-
ния и выработке соответствующей стратегии их 
регулирования.
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Rudikova L. V., Danilchik V. V.

ON THE CREATION OF THE AUTOMATION SYSTEM RELATED 
TO SOCIAL-ECONOMIC MOVEMENTS OF PEOPLE

Yanka Kupala State University of Grodno
Nowadays, it is considerable to develop a general concept and implement a system for storing and analyzing data related 

to socio-economic displacements of people. The population movement, related to long-term and short-term migrations, has an 
increasing nature, which directly affects the various fields of activity in a single country and the world community as a whole. 
The proposed article describes the subject area associated with socio-economic displacements of people, the key features of 
internal and external migrations are noted. Based on the subject area, the general architecture of the universal system of data 
storage and processing is proposed, which is based on the client-server architecture. A fragment of the data model, associated 
with the accumulation of data from external sources, is provided. General approaches of algorithms and data structures usage 
are proposed. The system architecture is described with the possibility of scaling both vertical and horizontal.

The proposed system organizes the process of searching for data and filling the database from third-party sources. To do 
this, a module for collecting and converting information from third-party Internet sources and sending them to the database 
has developed. In the paper is noted the feature of the client application, which provides a convenient interface for analyzing 
data in the form of diagrams, graphs, maps, etc. The system is intended for various users interested in analyzing economic and 
social transfers, for example, to tourist organizations wishing to obtain statistics for a certain time, to airlines which could 
plan flights in one direction or another, as well as for state structures with the purpose of analyzing the migration flows of the 
population and developing appropriate strategy for their regulation.

Keywords: web-system, socio-economic migration, data model, general architecture, Boyer-Moore algorithm; client-
server; analysis subsystem
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Цель работы – дальнейшее расширение сферы применения автоморфизмов кодов в методах и алгоритмах 
коррекции ошибок этими кодами. Эффективность данного подхода продемонстрировала разработанная на 
рубеже ХХ и ХХI веков белорусской школой помехоустойчивого кодирования теория норм синдромов (ТНС). 
В основе теории лежит группа Г циклических сдвигов координат векторов. Под ее действием векторы-оши-
бок разбиваются на непересекающиеся Г-орбиты с четко очерченным спектром синдромов. Это позволило 
ввести в семействе БЧХ-кодов нормы синдромов, инвариантные относительно действия группы Г. Нормы 
синдромов явились однозначными характеристиками Г-орбит ошибок любой корректируемой совокупности, 
а потому стали основой перестановочных норменных методов коррекции ошибок. Перебирая не ошибки, 
а Г-орбиты ошибок, методы эти действуют на порядок быстрее классических синдромным методов коррек-
ции ошибок, избавлены от громоздкой процедуры решения алгебраических уравнений в полях Галуа, легко реа-
лизуемы на ПЛИС.

В работе развивается подобная теория для группы G автоморфизмов БЧХ-кодов, получаемой добавлени-
ем к группе Г циклотомической подстановки. Проводится детальное исследование структуры G-орбит оши-
бок как объединения своих Г-орбит векторов-ошибок; взаимно-однозначного отражения этого строения на 
структуре спектра норм составляющих Г-орбит. Нормы эти, будучи связанными между собой автоморфиз-
мом Фробениуса в поле Галуа – поле задания БЧХ-кода, составляют полный набор корней единственного не-
приводимого полинома. Он и является полиномиальным инвариантом своей G-орбиты. Основное внимание 
в работе сосредоточено на описании свойств и специфики G-орбит двойных ошибок и их полиномиальных ин-
вариантов.

Ключевые слова: БЧХ-коды, теория норм синдромов, автоморфизмы БЧХ-кодов, норма синдрома, синдром, по-
линомиальные инварианты норм синдромов.

Введение
Белорусская алгебраическая школа в лице 

академиков Чунихина С. А., Супруненко Д. А., 
Платонова В. П. и их учеников заняла в послед-
ней четверти ХХ века одно из лидирующих 
мест в математических исследованиях, прово-
дившихся в Советском Союзе. Весом непосред-
ственный вклад этой школы в развитие теории 
групп, формаций групп, классических и алге-
браических групп, ассоциативных колец и ал-
гебр, коммутативных полей и алгебр с делени-
ем, алгебраической геометрии. Наработанный 
потенциал послужил побудительным мотивом 
для развития различных приложений алгебры, 
в частности, в помехоустойчивом кодировании. 

Систематическое исследование в Респу-
блике Беларусь автоморфизмов линейных 

циклических кодов в 1996–2003 годах приве-
ло к:

 • детальному описанию Г-орбит векторов-
ошибок в названных кодах относительно груп-
пы Г циклических сдвигов координат векторов;

 • построению адекватной картины в спек-
трах синдромов Г-орбит ошибок в реверсив-
ных и БЧХ-кодах;

 • разработке норм синдромов как инвари-
антов Г-орбит ошибок, описанию достаточно 
стройной системы свойств норм синдромов.

Созданная таким образом на рубеже ХХ 
и XXI веков теория норм синдромов [1–3] дала 
норменный метод декодирования ошибок в БЧХ- 
кодах, а также в реверсивных кодах, действую-
щий на порядок быстрее иных синдромных 
методов, легко реализуемый на ПЛИС, отлича-
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ющийся усеченностью процедуры поиска кор-
ректируемой ошибки, конструктивными воз-
можностями расширения спектра корректиру-
емых ошибок [2].

В семействе БЧХ-кодов нечетной длины 
автоморфизм Фробениуса поля Галуа – поля 
определения кода – порождает автоморфизмы, 
называемые циклотомическими подстановка-
ми. Они вместе с группой Г образуют неком-
мутативную группу G автоморфизмов БЧХ-
кодов [2–4]. G-орбиты ошибок состоят из спе-
циальным образом взаимосвязанных Г-орбит 
векторов-ошибок [2, 3]. Открытие полиноми-
альных инвариантов G-орбит ошибок [5] соз-
дает хорошие перспективы к декодированию 
больших спектров ошибок. Продолжая [5], 
в данной работе исследуются дальнейшие свой-
ства G-орбит ошибок и их полиномиальных 
инвариантов.

Немного о БЧХ-кодах. В данной работе 
мы имеем дело с циклическими примитивными 
двоичными БЧХ-кодами С длиной 2 1= -mn , 
задаваемыми проверочными матрицами вида

,[ , ] ,3 0 1≤ ≤ -= a ai i T i nH  (1)
где a – корень примитивного неприводимого 
над / 2Z Z  полинома степени m, ,3≥m  [2–4]. 
Их минимальное расстояние d равно 5 [4], что 
позволяет данным кодам корректировать оди-
ночные и двойные ошибки.

Пусть инфокоммуникационная система 
(ИКС), основанная на БЧХ-коде С, приняла со-
общение .õ  Приемное устройство ИКС в обя-
зательном порядке вычисляет синдром оши-
бок ( ) .= TS x H x  В силу формулы (1) этот 
синдром имеет следующую структуру:

 ( ) ( , ) ,1 2= TS x s s

где s1, s2 – элементы поля Галуа ( )2mGF  из 2m 
элементов. Условие d = 5 влечет попарное раз-
личие синдромов векторов-ошибок весом 1, 2. 
Несложно заметить, что у всех этих векторов 
первая компонента синдрома .1 0≠s

Неравенство ( ) 0≠S x  свидетельствует о на-
личии ошибок в принятом сообщении: ,= +õ ñ å  
где ñ  – истинное передаваемое сообщение, 

-å  вектор ошибок, который наложился на со-
общение в процессе передачи ñ  в канале с шу-
мами. Поскольку ,0=TH c  то ( ) ( )= -S x S e  за-
висит только от вектора-ошибки å . Традицион-
но, координаты вектора å  весом 2 находятся 
решением системы алгебраических уравнений: 

;

.
1

3 3
2

+ =


+ =

x y s

x y s  
Данная система несложно преобразуется к ква-
дратному уравнению. К сожалению, над поля-
ми Галуа характеристики 2 не существует эф-
фективных алгоритмов решения алгебраиче-
ских уравнений, а имеющиеся весьма вязки 
в реализации (см. [3], п. 9.2; [5], п. 2.9; [6], гл. 5).

Еще в 70-х годах ХХ века эксперты говори-
ли об эффективности применения для коррекции 
ошибок автоморфизмов кодов. Правда, пред-
полагалось весьма специфическое их примене-
ние – для сдвига имеющихся ошибочных раз-
рядов в проверочное поле, где их просто можно 
отбросить (см. [4], п. 16.9, стр. 496–497). Внеш-
не прозрачная идея остается нереализованной 
и по сей день. Тем не менее, автоморфизмы 
кодов нашли свое применение в помехоустой-
чивом кодировании, прямое и весьма успешное. 

Г-орбиты ошибок, их спектры и нормы 
синдромов.

Группа Г состоит из степеней циклической 
подстановки σ, действующей на каждый век-
тор ( ), , ...,1 2= ïõ õ õ õ  по правилу: 

( )( ) , , , ...,1 2 1-σ = ï ïõ õ õ õ õ . (2)

Таким образом, группа Г является комму-
тативной циклической группой порядка n. По 
оп ре делению, она принадлежит группе автомор-
физмов любого циклического кода длиной n, 
в частности, БЧХ-кодов с проверочной матри-
цей (1). 

Для всякой вектор-ошибки ( ), ,...,1 2= ïå å å å
ее Г-орбита 

{ }, ( ), ..., ( ) ,1ν-< > =< >= σ σÃe e e e e (3)

где v – наименьшее натуральное число с усло-
вием: ( ) .e eνσ =  При этом v делит n или же v = n. 
Во втором случае Г-орбита < >e  имеет макси-
мально возможную мощность и потому назы-
вается полной. Очевидно, в любом циклическом 
коде длиной 1>ï  одиночные ошибки в количе-
стве 1 =ïÑ ï составляют одну полную Г-орбиту. 
Двойные ошибки в количестве ( )2 1 2= -ïÑ ï ï  
в циклических кодах с нечетной длиной n = 2m + 1 
распределяются по (n – 1)/2 = m  полным Г-орбитам 

, , ,, ,...,1 2 1 3 1 1m+< > < > < >e e e . Здесь ,1 -ie  вектор-
ошибка весом 2 с единицами на первой и i-й 
позициях, ,2 1≤ ≤ m +i  и с нулевыми осталь-
ными координатами (детали см. в [1–3]). 
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Действие σ на вектор e̅  по формуле (2) 
в БЧХ-коде С с проверочной матрицей (1) син-
хронно сопровождается столь же четким изме-
нением синдрома: если ( ) ( , ) ,1 2

T TS e H e s s= =  
то (см. [1–3])

( ( )) ( ) ( , ) .3
1 2

T TS e H e s sσ = σ = a a  (4)
Неравенство 1 0≠s  у синдромов ошибок 

весом 1, 2 влечет тот факт, что спектр синдро-
мов каждой Г-орбиты названных векторов-
ошибок имеет ту же мощность, что и сама 
Г-орбита, а циклическая структура этого спек-
тра, определяемая формулой (4), адекватно со-
ответствует циклической, «кольцевой» струк-
туре самой Г-орбиты (формула (3)).

Равенство (4) послужило основой для 
определения нормы синдрома в данном коде 
формулой:

( ( )) s / 3
2 1N S e s= . (5)

Главное достоинство этой формулы – ее 
постоянство на всех векторах каждой отдельно 
взятой Г-орбиты векторов-ошибок. Таким об-
разом, вычисленная норма становится инвари-
антом, называемым нормой самой Г-орбиты. 

Стройная система свойств норм синдромов 
(см. [3], п. 5.2), в частности, теорема 5.2 о по-
парном различии норм Г-орбит ошибок весом 
1, 2, теорема о том, что в примитивном БЧХ-
коде из равенства норм двух Г-орбит ошибок 
следует совпадение их спектров синдромов, 
послужили основой перестановочных нормен-
ных методов коррекции ошибок в рассматри-
ваемых и более широких классах БЧХ-кодах. 
Основная их особенность в том, что вместо 
поиска ошибки с вычисленным синдромом во 
множестве всех исправляемых ошибок прово-
дится поиск вычисленной нормы в списке норм 
декодируемых Г-орбит ошибок. Таким обра-
зом, поисковые процедуры в норменном деко-
дере сокращаются в n раз быстрее по сравне-
нию с классическими синдромными методами.

Увеличение m на единицу практически уд-
ваивает n и остальные параметры кода, включая 
и количество декодируемых Г-орбит ошибок. 
Через несколько подобных итераций это при-
водит к невероятному росту всех данных в пря-
мой аналогии со знаменитой притчей о возна-
граждении изобретателю шахмат. Выход –  
в разумном ограничении длин применяемых ко-
дов и в применении для процедур декодирова-
ния более крупных орбит – G-орбит ошибок.

G-орбиты ошибок и их полиномиаль-
ные инварианты. Группа G некоммутативна, 
имеет порядок mn, получается присоединени-
ем к группе Г циклотомической подстановки ,ϕ  
переставляющей координаты векторов n-мер-
ного (n нечетно) пространства по правилу: 

, ,
( )

, .
2 1 2 1

2 1 2 1

- - ≤
ϕ =  - - - >

i i n
i

i n i n

При этом подстановка ϕ имеет порядок m, 
,2ϕσ = σ ϕ  всякую Г-орбиту < >e  подстановка 

ϕ преобразует в новую Г-орбиту, поэтому для 
каждого вектора-ошибки å  БЧХ-кода С ее G-ор-
бита имеет вид:

(6)
где m – наименьшее натуральное число с усло-
вием: ( ) .mϕ < > =< >Ã Ãe e . При этом m делит m 
или же m = ò. Во втором случае G-орбита < >Gå  
называется полной при условии, что и Г-ор би-
та < > -Ãå полная. Циклотомическая подста-
новка замечательна следующим свойством: если 
синдром ( ) ( , ) ,1 2

T TS e H e s s= =  а норма син-
дрома ( ( )) / ,3

2 1N S e s s N= =  то ( ( )) ( , ) ,2 2
1 2

TS e s sϕ =  
( ( ( ))) 2N S e Nϕ =  (детали см. в [2], гл. 3, 4 или 

же в [3], гл. 4, 5). Повторное применение под-
становки ϕ к вектору-ошибке приведет к по-
вторному возведению в квадрат ее синдрома 
и нормы синдрома. Таким образом, вся G-ор-
би та ,< >Ge  построенная по формуле (6) как 
цикл, «круг» переходящих друг в друга Г-ор-
бит, имеет синхронный и адекватный образ 
в спектре норм этих Г-орбит в виде 2-примар-
ной последовательности норм:

{ , , ..., },
12 2m-

N N N где 2m
=N N . (7)

Теорема 1. Между циклом Г-орбит, со-
ставляющих G-орбиту < >Ge  по формуле (6), 
и циклом их норм, составленном по формуле (7), 
существует взаимно однозначное соответ-
ствие. G-орбита < >Ge  является неполной 
и состоит из m < m  Г-орбит тогда и только 
тогда, когда ( )2m -GF  наименьшее подполе 
поля ( )2mGF , m делит m, содержащее норму N.

Доказательство. Первая часть утверждения 
обоснована выше. Собственно, циклотомиче-
ская подстановка так и определяется, чтобы ее 
действие на вектор ошибок сопровождался воз-
ведением ее синдрома в квадрат. Как известно, 
отображение : 2f x x→  в любом поле Галуа  
GF(2m) характеристики 2 есть не что иное, как 
автоморфизм Фробениуса в этом поле – образу-
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ющая группы Галуа поля GF(2m) над своим под-
полем Z / 2Z. Поэтому множество , , ...,

12 2m-
N N N  

при наименьшем натуральном m с условием 
2m

=N N  является полной системой элементов,
сопряженных с N. Тогда полином ( , )p N xm = 

( ) ( )( )...( )
12 2p x x N x N x N

m-
= - - -  имеет коэф-

фициенты, определяемые теоремой Виета и, 
следовательно, инвариантные относительно дей-
ствия автоморфизма Фробениуса, а потому при-
надлежащие минимальному подполю Z / 2Z. 
Минимальное подполе поля GF(2m), содержа-
щее N, по теории расширений Галуа [7], долж-
но быть расширением Z / 2Z  степени m; в про-
тивном случае элемент N должен был бы 
иметь менее m сопряженных. Теорема 1 полно-
стью доказана.

Методом от противного доказывается, что 
( , )mp N x  является неприводимым над Z / 2Z  

полиномом. Следовательно, это единственный 
полином степени m, содержащий все корни 
множества (7). Полином ( , )mp N x  называют 
неприводимым полиномом любого из своих 
корней, потому его иногда обозначают через 

( , )2i
Irr N x  [7, гл. 4, 8]. В [5] этот полином ав-
торы назвали полиномиальным инвариантом 
G-орбиты (6). Теорема 1 и отмеченные свойства
полинома ( , )mp N x  служат полным оправда-
нием и обоснованием такого названия.

Наиболее характерные G-орбиты оши-
бок и их параметры. 1. В БЧХ-коде C любой 
длины Г-орбита J ошибок весом 1 имеет нор-
му N = 1. G-орбита одиночных ошибок совпа-
дает с J. Поэтому полиномиальный инвариант 
этой G-орбиты совпадает с полиномом x+ 1.

2. Пусть у БЧХ-кода C величина 2=m s  –
четная. Тогда ( ) ( )22 1 2 1 2 1 2 1- = - = - +m s s s  – 
делится на три: 3= νn . Вектор-ошибка весом  
2 ( ), ,1 1 1 1ν+ = ν +e  с единицами на 1-й и v + 1-й 
позициях и с нулями на остальных позициях 
имеет компоненты синдрома: s1 = 1 + av ≠ 0;  
s2 = 1 + (av)3 = 1 + 1 = 0. Следовательно,  
N = N(S(1, v + 1)) = 0. Поскольку ( )( , )1 1ϕ ν + = 
( ) ( ) ( ), , , ,21 2 1 1 1 1 1νν + = σ ν + ∈ < ν + >  то G-ор-
бита  Поэтому по-
линомиальный инвариант этой G-орбиты со-
впадает с x.

Пусть m = 2s+ 1 – нечетное. В этом случае 
отсутствуют Г-орбиты двойных ошибок с нуле-
вой нормой. Действительно, согласно лемме 3.2 
[2] в этом случае n = 22s + 1 – 1 не делится на 3
и поэтому возведение в куб является автомор-

физмом мультипликативной группы GF(22s + 1)*.  
(детали см. в п. 2.12 [7]). Отсюда следует, что 
столбцы подматрицы ( )3a i  проверочной мат-
ри цы ( , )3= a ai i TH  БЧХ-кода C над рассма-
триваемым полем попарно различны и в целом 
составляют в этой подматрице перестановку 
столбцов подматрицы ( )ai . Это означает, что 
для всех двойных ошибок å  вторая компонен-
та их синдрома ( )S e  в рассматриваемом БЧХ-
коде 2 0≠s  и ( ( )) .0≠N S e

3. Пусть = -ò ð  простое, 2>p . Тогда поле
/ ( )2 2=Z Z GF  является единственным подпо-

лем поля GF (2p). Здесь G-орбита ошибок ве-
сом 1 – единственная G-орбита ошибок весом 1, 
2, совпадающая со своей Г-орбитой и с поли-
номиальным инвариантом 1+õ . Согласно пре-
дыдущему примеру здесь отсутствуют Г-орби-
ты двойных ошибок с нулевой нормой. Значит, 
здесь любая Г-орбита двойных ошибок J имеет 
норму N, отличную от нуля и от 1. Тогда норма 
N должна порождать поле GF (2p), а полином 

( , )Irr N x  должен иметь степень р. А это озна-
чает, что G-орбита < >GJ  должна быть полной. 
Согласно малой теореме Ферма (mod ),12 1ð p- ≡  
то есть 12 1- - = ηð ð  для подходящего целого η. 
Следовательно, в БЧХ-коде C над полем GF (2p)  
все множество из (n – 1) / 2 = (2p – 1 – 1) / 2 = 12 1ð ð- - = η полных Г-орбит двойных ошибок 
делится на η полных G-орбит ошибок.

4. Пусть у БЧХ-кода C вновь величина
m = 2s – четная. Тогда поле Галуа GF (2m) со-
держит подполе GF (22); в силу примера 2 ве-
личина n делится на 3; для / 3ν = n  и прими-
тивного элемента ( )2a∈ mGF  степени av и a2v  
являются кубическими корнями из 1 и потому 
принадлежат подполю GF (22). Если у БЧХ-ко-
да C найдется двойная ошибка ( , )1=å i  с нор-
мой синдрома ( ( )) ,ν= aN S e  то тогда G-орби-
та  состоит из двух
Г-орбит со спектром норм { }, 2ν νa a . Причем
такая G-орбита – единственная! Ее полиноми-
альным инвариантом является единственный 
неприводимый над Z / 2Z полином .2 1+ +õ õ

Нормы Г-орбит двойных ошибок в каждом 
коде занимают ( ) /1 2-ï  значений из n + 1 всех 
возможных. Поэтому априори можно утверждать, 
что примерно в половине БЧХ-кодов с четным  
m = 2s имеется одна единственная Г-орбита двой-
ных ошибок с нормой синдрома ( ( )) ,ν= aN S e   
а во второй половине БЧХ-кодов таких двой-
ных ошибок не имеется.
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Непосредственные расчеты подтверждают 
данное предположение. При m = 4 и 15=ï   
такой является Г-орбита ( , )1 7< > =< >Ã Ãe . 
В БЧХ-коде над полем GF (24) с примитивным 
элементом a-корнем полинома 4 1+ +õ õ  нор-
ма данной Г-орбиты равна / .5 3a = aï  При  
m = 8 и 255=ï  таковой является Г-орбита 

( , )1 52Ã Ãe< > =< > . В БЧХ-коде над полем GF (28) 
с примитивным элементом a-корнем полино-
ма ( ) 8 4 3 1= + + + +p x x x x x  норма данной Г-ор-
биты равна / .85 3a = aï  При m = 12 и n = 4095 
таковой является Г-орбита ( , ) .1 820Ã Ãe< > =< >  
В БЧХ-коде над полем GF (212) с примитивным 
элементом a-корнем полинома p(x) = x12 + x7 + 
x4 + x3 + 1 норма данной Г-орбиты равна a1365 = 
an/3. При n = 6 и n = 10 таких Г-орбит не име-
ется.

5. В БЧХ-кодах C над полями GF(2m) с m =
3m – делящимся на 3 и содержащими подполе 
GF (23), которое определяется одним из двух 
неприводимых полиномов третьей степени: 

3 1+ +x x  и 3 2 1+ +x x , могут существовать 
одна, две или ни одной G-орбиты ошибок ве-
сом 2, состоящие в точности из трех Г-орбит. 
Так, при m = 3 и n = 7 все двойные ошибки 
укладываются в одну полную G-орбиту из трех 
Г-орбит; при m = 6 и n = 63 имеются в точ-
ности две G-орбиты двойных ошибок, содер-

жащие по три Г-орбиты ошибок: < (1, 8) >Г  
и ( , )1 10< >Ã ; при m = 9 и n = 511 существует 
одна G-орбита, содержащая три Г-орбиты: 

( , )1 74< >Ã ; при m = 12 и n = 4095 таких G-ор-
бит не имеется. 

Заключение
Установлено взаимно-однозначное соответ-

ствие между строением G-орбит как строго фик-
сированного цикла Г-орбит и структурой спек-
тра норм этих составляющих Г-орбит. Это со-
ответствие усиливается синхронностью дейст-
вия циклотомической подстановки на Г-ор би-
ты и автоморфизма Фробениуса на нормы этих 
Г-орбит. Первая часть утверждения обоснова-
на выше. Большинство G-орбит двойных оши-
бок являются полными, то есть содержат макси-
мально возможное количество полных Г-ор бит 
ошибок. Неполные G-орбиты двойных ошибок 
возможны только над полями Галуа GF(2m) с со-
ставным показателем .ò  В G-ор бите может со-
держаться m < m Г-орбит, только при m деля-
щем m, количество таких G-орбит не превосхо-
дит числа неприводимых над минимальным под-
полем полиномов степени m. Наличие небольшо-
го числа неполных G-орбит ошибок не сильно 
осложняет работу перестановочных де ко деров 
на основе полиномиальных инвариантов.
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PROPERTIES OF GROUPS G OF DOUBLE ERRORS 
AND ITS INVARIANTS IN BCH CODES
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The goal of the work is the further extending the scope of application of code automorthism in methods and algorithms of 
error correction by these codes. The effectiveness of such approach was demonstrated by norm of syndrome theory that was 
developed by Belarusian school of noiseless coding at the turn of the XX and XXI century. The group Г of the cyclical shift of 
vector component lies at the core of the theory. Under its action The error vectors are divided into disjoint Г-orbits with defi-
nite spectrum of syndromes. This allowed to introduce norms of syndrome of a family of BCH codes that are invariant over 
action of group Г. Norms of syndrome are unique characteristic of error orbit Г of any decoding set, hence it is the basis of 
permutation norm methods of error decoding. Looking over the Г-orbits of errors not the errors these methods are faster than 
classic syndrome methods of error decoding, are avoided from the complex process of solving the algebraic equation in Galois 
field, are simply implemented.

A detailed theory for automorphism group G of BCH codes obtained by adding cyclotomic substitution to the group Г 
develops in the article. The authors held a detailed study of structure of G-orbit of errors as union of orbits Г of error vectors; 
one-to-one mapping of this structure on the norm structure of group Г. These norms being interconnected by Frobenius auto-
morphism in the Galois field – field of BCH code constitute the complete set of roots of the only irreducible polynomial. It is 
a polynomial invariant of its orbit G. The main focus of the work is on the description of properties and specific features of 
groups G of double errors and its polynomial invariants.

Keywords: BCH code, norm of syndrome theory, BCH code automorphism, norm of syndrome, syndrome, polynomial 
invariants of norm of syndrome.
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В настоящее время совершенные алгебраические конструкции успешно применяются для синтеза систем 
сигналов, конструирования блочных и поточных криптоалгоритмов, для создания генераторов псевдослучай-
ных ключевых последовательностей. Среди совершенных алгебраических конструкций значительное место за-
нимают бент-последовательности и связанный с ними класс совершенных двоичных решеток. Бент-
последовательности применяются для построения современных криптографических примитивов, а также 
для построения кодов постоянной амплитуды (C-кодов), используемых в технологии кодового разделения кана-
лов. В свою очередь, совершенные двоичные решетки используются для построения корректирующих кодов, 
систем бифазных фазоманипулированных сигналов и многоуровневых криптографических систем. Развитие 
методов многозначной логики в современных информационных и коммуникационных системах привлекло вни-
мание исследователей к усовершенствованию методов синтеза многозначных бент-последовательностей для 
задач криптографии и передачи информации. Новые результаты, полученные в области синтеза троичных 
бент-последовательностей, делают актуальной задачу изучения класса совершенных троичных решеток. 
В настоящей статье результаты для совершенных двоичных решеток распространяются на трехзначный 
случай. На основе понятия разбаланса троичной функции введено определение совершенной троичной решет-
ки. Полный класс совершенных троичных решеток третьего порядка получен регулярным методом, минуя пе-
ребор. Так, установлено, что класс совершенных троичных решеток является объединением четырех подклас-
сов, в каждом из которых определены соответствующие методы размножения. В работе установлена взаи-
мосвязь между классом троичных бент-последовательностей и классом совершенных троичных решеток. 
Полученные результаты являются основой для внедрения совершенных троичных решеток в современные 
криптографические и телекоммуникационные алгоритмы.

Ключевые слова: многозначная логика, совершенная троичная решетка, бент-последовательность.

Введение
Развитие методов многозначной логики, 

происходящее в настоящее время, обуславли-
вает появление новых подходов к криптогра-
фической защите информации. Методы много-
значной логики представляют интерес и для 
перспективных квантовых криптоалгоритмов. 
Так, в работах [1, 2] предложены эффективные 
алгоритмы генерации псевдослучайных клю-
чевых последовательностей на основе функ-
ций многозначной логики. К настоящему вре-
мени уже созданы такие криптографические 
примитивы, как S-блоки подстановки на осно-
ве функций многозначной логики, а также ра-
ботоспособный блочный симметричный крип-
тоалгоритм на их основе [3], в то время как 
в работе [4] предложен эффективный поточ-

ный шифр на основе недвоичных кодов Рида-
Соломона.

Дальнейшее развитие криптографических 
методов, основанных на использовании принци-
пов многозначной логики во многом сопряже-
но с исследованием совершенных алгебраиче-
ских конструкций, например, таких как макси-
мально нелинейные бент-последовательности. 
Теория двоичных бент-последовательностей яв-
ляется достаточно развитой, построению ме-
тодов синтеза таких последовательностей по-
священо немало работ, например, [5–7]. В дво-
ичном случае бент-последовательности явля-
ются основой для построения алгоритмов по-
точного шифрования, а также блоков замен. 
Еще одним важным классом алгебраических 
конструкций являются совершенные двоич-
ные решетки (СДР) [8]. В настоящее время они 
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получили распространение для построения 
систем бинарных фазоманипулированных сиг-
налов для CDMA технологии и композицион-
ных матричных криптоалгоритмов.

Как нам представляется, для дальнейшего 
развития криптографических методов будет 
полезным исследование многозначных, в пер-
вую очередь, трехзначных аналогов совершен-
ных алгебраических конструкций. 

Исследования [9] позволили установить 
связь между классом совершенных двоичных 
решеток четвертого порядка и классом бент-
последовательностей практически ценной дли-
ны N = 16. Так, полный класс совершенных 
двоичных решеток (СДР) является подмноже-
ством полного класса бент-последователь но-
стей длины N = 16, в то время как для больших 
длин, СДР являются обособленными совершен-
ными алгебраическими конструкциями и их 
связь с бент-последовательностями на сегод-
няшний день не установлена.

Определение 1 [10]. Совершенной двоич-
ной решеткой называют двумерную последо-
вательность-матрицу

, ,( ) , , 0, 1, { 1,1}i j i jH N h i j N h= = - ∈ - , (1)
имеющую двумерную периодическую авто-
корреляционную функцию – ДПАКФ (Цwo-
dimensional periodic autocorrelation function – 
2D PACF), элементы которой определяются сле-
дующим соотношением

, (2)

где , 0, 1m n N= - .
Например, легко видеть, что СДР

(4)H

+ + + - 
 + + + - =
 + + + -
 
- - - + 

имеет 
16 0 0 0
0 0 0 0

( , )
0 0 0 0
0 0 0 0

R m n

 
 
 =
 
 
 

, (3)

где элементы H(4) представлены в знаковой 
форме: 1- ⇒ - , 1+ ⇒ + .

Практическая ценность совершенных дво-
ичных решеток и их связь с повсеместно ис-
пользуемыми бент-последовательностями де-
лают актуальной задачу обобщения данных 
алгебраических конструкций на многозначный 
случай.

Целью настоящей статьи является построе-
ние метода синтеза полного класса совершен-
ных троичных решеток (СТР) третьего порядка.

Разбаланс функций 3-логики
Решение задачи построения СТР связано 

с обобщением определения СДР на случай 
троичной логики. Напомним основные факты 
для двоичного случая.

Рассмотрим последовательность B(t), t = 0, 
1, ..., N – 1  из N элементов над алфавитом 1± . 
Умножая последовательность B(t), t = 0, 1, ..., 
N – 1  на матрицу Адамара H порядка N полу-
чаем вектор ( ), 0,1, ..., 1S Nw w = - , который на-
зывается вектором коэффициентов преобразо-
вания Уолша-Адамара

( ) ( )S B t Hw = , (4)
где матрица Адамара формируется по хорошо 
известному рекуррентному правилу

1 1

1 1

2 2
2

2 2

k k
k

k k

H H
H

H H
- -

- -

 
 =

-  
, 1 [1]H = . (5)

Приведем полезный для дальнейшего из-
ложения пример. Пусть задан исходный дво-
ичный вектор ( ) { }B t = + - --  длины N = 4. Со-
ответственно, для нахождения ( )S w  мы должны 
использовать матрицу Адамара порядка N = 4

H

+ + + + 
 + - + - =
 + + - -
 
+ - - + 

. (6)

Коэффициенты преобразования Уолша-Ада-
мара находятся умножением исходного векто-
ра B(t) на матрицу Уолша-Адамара (все вычис-
ления проводятся над Z2):

(1) ( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)
1 1 1 1;

(2) ( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)
1 1 1 1;

(3) ( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)
1 1 1 1;

W

W

W

= + + + - + + - + + - + =
+ - - -

= + + + - - + - + + - - =
+ + - +

= + + + - + + - - + - - =
+ - + +
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(4) ( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)
1 1 1 1.

W = + + + - - + - - + - + =
+ + + -

(7)

В результате получаем новый бинарный 
вектор, для которого находим сумму элемен-
тов. Эта сумма является знаковым представле-
нием такой общепринятой [10] в теории совер-
шенных двоичных решеток величины, как раз-
баланс

( ) ( )
sign K K+ -D = - , (8)

где ( )K +  – количество элементов «+ 1», а ( )K -  – 
количество элементов «–1».

Аналогом преобразования Уолша-Адамара 
для функций многозначной логики является 
преобразование Виленкина-Крестенсона [11]. 
Пусть, например, нам задан троичный вектор 

0 1 2[ ]t z z z= , где 0 2 3 4 3
0 1 2, , .j j jz e z e z eπ π= = =

Коэффициенты преобразования Виленки-
на-Крестенсона могут быть найдены для век-
тора t по следующей формуле

tV ′W = , (9)
где V – матрица Виленкина-Крестенсона по-
рядка N, равного длине вектора t, штрих озна-
чает транспонирование.

Правило рекуррентного построения ма-
триц Виленкина-Крестенсона любого порядка 
m = 3L, L N∈  представлено в работах [12, 13]

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1

1 1 1

1 1 1

3 3 3

3 3 3 3

3 3 3

1 mod3 2 mod3

2 mod3 1 mod3

L L L

L L L L

L L L

V V V

V V V V

V V V

- - -

- - -

- - -

 
 
 

= + + 
 
 + +
 

.

(10)
В нашем случае матрица Виленкина-Кре-

стенсона и матрица, комплексно-сопряженная 
к ней, имеют следующий вид:

0 0 0

3 0 1 2

0 2 1

z z z
V z z z

z z z

 
 =  
  

, 
0 0 0

3 0 2 1

0 1 2

z z z
V z z z

z z z

 
 ′ =  
  

. (11)

Рассмотрим процесс вычисления коэффици-
ентов преобразования Виленкина-Крестенсона

0 0 0 1 0 1

0 0 1 1 2 1

0 0 2 1 1 1

(1) ;
(2) ;
(3) .

z z z z z z
z z z z z z
z z z z z z

W = + +

W = + +

W = + +

(12)

Заметим, что удобно от мультипликатив-
ной группы корней из единицы Г3 перейти 

к изоморфной ей аддитивной группе кольца Z3 
и наоборот.

Рассмотрим обобщение разбаланса на тро-
ичный случай. Пусть |i| – количество элемен-
тов i.

Определение 2. Значением разбаланса D по-
следовательности над алфавитом {0, 1, 2} ↔ 
{z0, z1, z2} назовем величину

( )( )
2

2 3 3( ) 1 0 0.5 1 2 1 2 .
2 2

x
 

D = ⋅ - + + -  
 

(13)
Запишем процедуру нахождения абсолют-

ных значений преобразования Виленкина-
Крестенсона в терминах наших определений

( )i ix vilW = D ⋅ (14)

где ivil  – i-я функция Виленкина-Крестенсона.
Продолжим рассмотрение нашего примера

0 0 0 1 0 1

2
2

0 0 1 1 2 1

2
2

0 0 2 1 1 1

2

(1) ( , , ) (0,1,1)

3 3(1 1 0,5(2 0)) 2 0 3;
2 2

(2) ( , , ) (0,2,0)

3 3 9 3(1 2 0,5(0 1)) 0 1 3;
2 2 4 4

(3) ( , , ) (0,0,2)

3 3(1 2 0,5(0 1)) 0 1
2 2

z z z z z z

z z z z z z

z z z z z z

W = D = D =

 
⋅ - + + - =  

 
W = D = D =

 
⋅ - + + - = + =  

 
W = D = D =

 
⋅ - + + -



2
9 3 3.
4 4

= + =


(15)
Результат полностью совпадает с результа-

том прямого метода вычисления коэффициен-
тов преобразования Виленкина-Крестенсона.

Аналогично определению ДПАКФ (2), вве-
дем следующее определение. 

Определение 3. Периодической автокор-
реляционной p-функцией назовем следующую 
сумму

1 1

, ,0 0
( , ) (mod )

N N

i j i m j ni j
Kp m n h h p

- -

+ +
= =

= D D , (16)

где , 0, 1m n N= - .
При p = 2 получается классическая двумер-

ная периодическая автокорреляционная функ-
ция.

Пример. Рассмотрим троичную бент-по сле-
до вательность
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1 {0 0 0 0 1 2 0 2 1},b =  (17)
которую представим в виде матрицы третьего 
порядка

1

0 0 0
0 1 2
0 2 1

B
 
 =  
  

. (18)

Найдем для матрицы (18) соответствую-
щие элементы матрицы ( , )Kp m n  согласно (16)

3 3 3
3 3 3
3 3 3

Kp
 
 =  
  

. (19)

Определение 4. Совершенной троичной 
решеткой (СТР) назовем матрицу, для кото-
рой функция ( , )Kp m n  является постоянной 

( , ) constKp m n =  при любых значениях сдвига 
m и n.

В настоящей работе путем эксперимен-
тальных исследований установлено, что все су-
ществующие троичные бент-последо ватель но-
сти, количество которых равно 486BJ =  [14, 15], 
представленные в виде троичных матриц по-
рядка N = 3, обладают равномерной матрицей 

( , )Kp m n , т.е. являются СТР.
Тем не менее существуют и другие СТР, 

которые не могут быть образованы из бент-
последовательностей. Далее представим регу-
лярные методы синтеза полного множества СТР 
порядка N = 3, опишем правила размножения 
для каждого из трех подмножеств (классов) 
и определим мощность множества СТР над ал-
фавитом {0, 1, 2} ↔ {z0, z1, z2}. 

Класс 1.
СТР на основе матриц Виленкина-Крестен-

сона вида

1

0 0 0
0 1 2
0 2 1

PTA
 
 =  
  

. (20)

Правило размножения 1.1. СТР класса 1 
допускают все возможные знаковые кодирова-
ния строк последовательностями длины N = 3.

Например, для матрицы (20) умножением 
каждой строки на соответствующий элемент 
последовательности z = [011] получаем новую 
матрицу

`
1

0 0 0
1 2 0
1 0 2

PTA
 
 =  
  

. (21)

Всего возможных правил знакового кодиро-
вания существует 3

11 3 27J = = .
Правило размножения 1.2. СТР класса 1 

допускает все возможные перестановки строк, 
количество которых 12 3! 6J = = .

Таким образом, общее количестве СТР клас-
са 1, которые могут быть построены с помощью 
разработанных двух правил размножения, со-
ставляет 1 11 12 27 6 162.J J J= = ⋅ =

Класс 2.
СТР вида

2

0 0 1

0 1 0

0 2 2

PTA
 
 =  
  

. (22)

Правило размножения 2.1. Представим ис-
ходную СТР (22) в обобщенном виде

2PTA
a a b 

 = a b a 
 a g g 

, (23)

где коэффициенты a, b, g различны и прини-
мают значения из множества {0, 1, 2} ↔ {z0, 
z1, z2}, количество способов равно 21 3! 6J = = .

Правило размножения 2.2. Конструкция (23) 
СТР класса 2 допускает все возможные переста-
новки строк, которых существует 22 3! 6J = = .

Правило размножения 2.3. Конструкция СТР 
класса 2 допускает все возможные цикличе-
ские сдвиги столбцов, количество сдвигов рав-
но 23 3J N= = .

Итого, общее количество СТР, которые мо-
гут быть построены на основе правил размноже-
ния 2.1–2.3, составляет J2 = J21J22J23 = 6⋅6⋅3 = 
108.

Класс 3.
СТР вида

3

0 0 1

0 0 1

2 2 0

PTA
 
 =  
  

. (24)

Правило размножения 3.1. Представим ис-
ходную СТР (24) в обобщенном виде

3PTA
a a b 

 = a a b 
 g g a 

, (25)

где коэффициенты a, b, g могут принимать зна-
чения из множества {0, 1, 2} ↔ {z0, z1, z2}, соот-
ветственно, 31 3! 6J = =  различными способами.
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Правило размножения 3.2. Для СТР тре-
тьего класса вида (24) допустимы перестанов-
ки строк и столбцов из полного множества пе-
рестановок, тем не менее, только перестановки 
вида 

1     2     3;

1     3     2;

3     1     2,

P

= 



(26)

не приводят к появлению повторяющихся струк-
тур.

Таким образом, общее количество переста-
новок строк и столбцов равно 32 3 3 9J = ⋅ = .

Итого, применяя к СТР третьего класса пра-
вила размножения 3.1, 3.2, можно получить 

3 31 32 6 9 54J J J= = ⋅ =  различных СТР.
Класс 4.
Решетки, состоящие из 4 символов a, 4-х 

символов b и одного символа g, где a, b, g ∈ 
{0, 1, 2}. Например,

1

0 0 0
0 1 1
1 1 2

PTA
 
 =  
  

. (27)

Синтез данных решеток происходит следу-
ющим образом. 

Шаг 1. Рассмотрим матрицу 3-го порядка, 
заполненную элементами a.

a a a 
 a a a 
 a a a 

. (28)

Шаг 2. Один элемент g мы можем разме-
стить в ней 1

9 9C =  различными способами. 
Данный шаг позволяет создать 9 различных ма-
триц.

Шаг 3. Четыре элемента b могут быть раз-
мещены 4

8 70C =  различными способами. Дан-
ный шаг позволяет создать 70 различных ма-
триц.

Шаг 4. К полученным решеткам прибавить 
значения из множества {0, 1, 2} по mod 3. Дан-

ный шаг позволяет создать 3 различные матри-
цы из одной.

Итого, предложенный метод позволяет сге-
нерировать 4 9 70 3 1890J = ⋅ ⋅ =  СТР.

Таким образом, на основе описанных че-
тырех классов СТР может быть построен пол-
ный класс мощности JPTA = J1 + J2 + J3 + J4 = 
162 + 108 + 54 +1890 = 2214.

Выводы
Отметим основные результаты проведен-

ных исследований:
1. Введено определение совершенных тро-

ичных решеток, которое является обобщением 
совершенных двоичных решеток на случай тро-
ичной логики.

2. Полный класс совершенных троичных
решеток третьего порядка построен регулярны-
ми методами. Проведена классификация пол-
ного множества совершенных троичных реше-
ток на четыре класса и описаны правила раз-
множения для каждого из них.

3. Введено определение разбаланса троич-
ной последовательности, которое может быть 
использовано как основа дальнейших исследо-
ваний совершенных алгебраических конструк-
ций многозначной логики.

Отметим, что полученные результаты ста-
вят новые актуальные задачи, среди которых 
особо выделим следующие:

 – нахождение порядков матриц над алфави-
том {0, 1, 2} ↔ {z0, z1, z2}, для которых суще-
ствуют совершенные троичные решетки;

 – разработка рекуррентных методов синте-
за совершенных троичных решеток;

 – установление связи между классами бент-
последовательностей длин L больше 9 и совер-
шенных троичных решеток;

 – разработка методов синтеза матриц Ви-
ленкина-Крестенсона на основе совершенных 
троичных решеток;

 – разработка методов синтеза сигнальных 
и криптографических конструкций на основе 
совершенных троичных решеток.
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THE CLASS OF PERFECT TERNARY ARRAYS
In recent decades, perfect algebraic constructions are successfully being use to signal systems synthesis, to 

construct block and stream cryptographic algorithms, to create pseudo-random sequence generators as well as in many 
other fields of science and technology. Among perfect algebraic constructions a significant place is occupied by bent-
sequences and the class of perfect binary arrays associated with them. Bent-sequences are used for development of modern 
cryptographic primitives, as well as for constructing constant amplitude codes (C-codes) used in code division multiple 
access technology. In turn, per-fect binary arrays are used for constructing correction codes, systems of biphase phase-
shifted signals and multi-level cryp-tographic systems. The development of methods of many-valued logic in modern 
information and communication systems has attracted the attention of researchers to the improvement of methods for 
synthesizing many-valued bent-sequences for cryptog-raphy and information transmission tasks. The new results obtained 
in the field of the synthesis of ternary bent-sequences, make actual the problem of researching the class of perfect ternary 
arrays. In this paper we consider the problem of extending the definition of perfect binary arrays to three-valued logic case, 
as a result of which the definition of a perfect ternary array was introduced on the basis of the determination of the 
unbalance of the ternary function. A complete class of perfect ternary arrays of the third order is obtained by a regular 
method, bypassing the search. Thus, it is established that the class of perfect ternary arrays is a union of four subclasses, in 
each of which the corresponding methods of reproduction are determined. The paper establishes the relationship between 
the class of ternary bent-sequences and the class of perfect ternary arrays. The obtained results are the basis for the 
introduction of perfect ternary arrays into modern cryptographic and telecommunication algorithms.

Keywords: many-valued logic, perfect ternary array, bent-sequence.
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