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Статья посвящена решению задачи аналитического определения оптимального управления  
и синтеза траектории движения беспилотного летательного аппарата (БЛА) при сопровождении им 
движущегося наземного объекта (НО). На основе анализа установленных на БЛА современных систем 
слежения за НО предлагается путем экстраполяции на допустимо возможном интервале времени 
траектории движения НО определять требуемое управляющее ускорение БЛА. Рассматривается 
оригинальная кинематическая схема движения БЛА при его пролете через заданные прогнозируемые 
точки пространства, на основании которой формализуется математическая постановка задачи 
минимизации обоснованного функционала качества при заданных ограничениях в виде математической 
модели движения БЛА. Обоснованный выбор аналитического решения оптимизационной задачи  
позволил сформулировать закон управления ускорением центра масс БЛА, учитывающий изменение 
траектории движения НО и минимизацию затрат на управление. Приведенный пример мате-
матического моделирования оптимального управления БЛА и формирования траектории его полета  
при сопровождении НО показал работоспособность предлагаемой методики и перспективность  
ее применения для синтеза автопилотов БЛА на этапе предварительного проектирования.
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Введение

Беспилотные летательные аппараты (БЛА) 
имеют широкое распространение в различных обла-
стях человеческой деятельности. БЛА различаются 
конструктивным исполнением, предназначением, 
классифицируются по различным признакам. Ос-
новное предназначение БЛА – мониторинг земной 
поверхности и объектов, находящихся на ней. При 
этом одной из важных решаемых задач является 
наблюдение и сопровождение с помощью БЛА под-
вижных наземных объектов (НО), например, наблю-
дение за перемещением животных. Для экологов, 
биологов, специалистов сельского хозяйства важно 
знать особенности перемещения крупных наземных 
диких животных для того, чтобы обеспечивать их 
защиту, охрану сельскохозяйственных угодий, пре-
дотвращать нежелательные столкновения животных 
с людьми и техническими объектами. Для решения 
этих задач удобно применять БЛА, которые позво-
ляют достичь необходимых результатов при относи-
тельно небольших затратах ресурсов.

Перемещение наземных объектов, в том числе 
и животных, происходит по различным траекториям, 
часто – непредсказуемым. Если, например, при со-
провождении с помощью БЛА автомобиля, движу-
щегося по шоссе, известна траектория его движения, 
а изменяться может только скорость, то другое дело – 
законы перемещения животных, которые изучаются 
биологами и имеют большое разнообразие [1].

При сопровождении наземного объекта БЛА 
должен перемещаться по определенной траектории, 
которая зависит от траектории движения НО. Тра-
ектория БЛА может быть эквидистантной к траек-
тории НО (иметь ту же конфигурацию) или иметь 
относительно траектории движения НО определен-
ное отношение (функциональную зависимость), 
определяемую специфическими конструктивными 
особенностями НО, БЛА и задачами сопровождения.

При сопровождении НО на борту БЛА необ-
ходимо иметь аппаратуру, определяющую координа-
ты НО в реальном времени. В зависимости от типа 
и возможностей аппаратуры, размещенной на борту 
БЛА, существуют различные способы определения 
текущих координат НО [2, 3].

Формирование траектории полёта БЛА

Рассмотрим наиболее распространенный слу-
чай, когда НО перемещается по горизонтальной по-
верхности, а БЛА сопровождает его на постоянной 
высоте. На рисунке 1 представлены траектории дви-
жения НО и БЛА в заданной инерциальной системе 
координат OXYZ, в качестве которой удобно задавать 
стартовую систему координат, начало которой О 
находится в точке нахождения НО в момент начала 
сопровождения, ось X направлена в сторону перво-
начального движения НО и не изменяет направле-
ния, ось Y направлена вертикально к горизонтальной 
поверхности земли, ось Z составляет с осями X и Y  
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правую систему декартовых координат. На рисунке 
1   – вектор дальности между центрами масс БЛА  
и Н О , БЛА и НО  –  векторы скоростей БЛА

и НО соответственно. По ориентации вектора 
= D(t) определяются координаты НО при 

известных координатах БЛА.
Формирование закона управления управляю-

щим ускорением и траекторией БЛА зависит от пара-
метров изменения траектории НО xНО(t), yНО(t) (для 
плоской модели движения НО). Например, несмотря 
на непредсказуемость движения НО (животного), его 
траектория, как правило, имеет свои закономерно-
сти, определяемые целями движения НО, рельефом 
местности и другими факторами.

Рисунок 1. Траектории движения НО и БЛА

Система управления БЛА обладает опреде-
ленной инерционностью, поэтому для синтеза оп-
тимального управления БЛА необходимо иметь 
прогноз изменения координат траектории НО. По-
строение прогнозируемой траектории движения НО 
основано на измерениях текущих значений коорди-
нат НО с последующей их пролонгацией (прогно-
зом). Простейший способ прогноза траектории НО 
путем аппроксимации дискретно измеренных теку-
щих значений координат – линейный. Более точная 
аппроксимация значений координат НО и, соответ-
ственно, прогноз траектории основаны на аппрокси-
мации с помощью полиномов n-й степени. Среди по-
линомов, используемых для приближения функции, 
наибольшее распространение имеют интерполяци-
онные полиномы Лагранжа, Ньютона, Стирлинга, 
Бесселя [4]. Применение того или иного полинома 
имеет свои преимущества и недостатки. Распростра-
ненной и удобной для применения является интер-
поляционная формула Лагранжа, которая для данной 
задачи будет иметь следующий вид:

В формуле (1) ti (i = 1,n) – значения аргумен-
та (моменты времени измерения координат НО),  
xi (i = 1,n) – значения функции (координаты НО),  
P(t) – искомый полином n-й степени, принимаю-
щий те же значения при тех же значениях аргумен-
та. Ограничение степени n полинома выбирается  
для конкретной задачи исходя из точностных и дина-
мических характеристик аппаратуры, размещенной 
на БЛА и экспериментально определенных апри-
орно известных особенностей движения различных  
типов НО.

Определение параметров движения НО с по-
мощью аппаратуры, установленной на БЛА, осу-
ществляется различными способами [5]. Широко 
распространенными являются оптико-электронные 
системы (ОЭС), позволяющие определять коорди-
наты НО в дискретные моменты времени с после-
дующим вычислением скорости НО по формуле  
V = Δx / Δt, где Δt – временной интервал измерений, 
Δx – изменение соответствующей координаты НО  
за период времени Δt.

Интерполяция в промежуточных точках 
функции (траектории) позволяет оценить значения 
функции за пределами интервала заданных точек с 
помощью соответствующей зависимости, основан-
ной на анализе расположения нескольких исходных 
точек на границе интервала данных. Современные 
информационные системы и технологии предостав-
ляют широкие возможности решения прикладных 
задач. В системах компьютерной математики име-
ются встроенные функции, позволяющие решать 
задачи интерполяции и экстраполяции переменных, 
заданных дискретно. Например, в компьютерной 
среде Mathcad имеется функция предсказания вида 
predict(Y,m,n), в которой Y – вектор заданных зна-
чений функции, обязательно взятых через равные 
интервалы времени, m – число последовательных 
значений Y, на основании которых функция predict 
принимает n предсказанных значений Y [6].

Предсказание (пролонгация) значений экстра-
полируемой функции может иметь удовлетворитель-
ный результат на относительно небольшом интерва-
ле изменения значений экстраполируемой функции. 
Величина экстраполируемого интервала зависит  
от априорно известных свойств и параметров кон-
кретного типа НО.

Определяя (прогнозируя) на некотором интер-
вале траекторию движения НО можно сформировать 
оптимальную (квазиоптимальную) траекторию дви-
жения и закон управления БЛА.

Синтез оптимального управления 

Существует ряд методов формирования опти-
мального управления и траектории движения лета-
тельных аппаратов [7-9]. Они различаются заданной 
математической постановкой задачи, критерием и на-
ложенными ограничениями.
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При формировании управления и траектории 
движения БЛА только по текущим измеренным ко-
ординатам движения НО (метод «погони» [10]) име-
ет место запаздывание в формировании управления 
БЛА, излишнее «искривление» траектории БЛА, что 
приводит к дополнительным потерям энергии, за-
трачиваемой на управление, и к снижению точности 
сопровождения НО. Лучшего результата позволяет 
достичь наведение БЛА в упрежденную точку траек-
тории.

В работе [7] предложен метод формирова-
ния оптимального управления БЛА путем поэтап-
ного аналитического решения задачи оптимизации  
при пролете БЛА через заданные точки простран-
ства. Дальнейшее развитие для решения приклад- 
ных задач метод получил в работах [8, 9]. При-
меним основные положения данного метода для 
управления БЛА при сопровождении подвижного  
наземного объекта. Особенностью примене-
ния метода в данной постановке задачи явля-
ется задание прогнозируемых точек простран-
ства, через которые должен пролететь БЛА. Это 
накладывает дополнительные ограничения на 
применение предлагаемого метода, связанные  
с допустимой точностью прогноза, ограничи- 
вающей интервал ΔX прогноза траектории (вектора 
координат БЛА X = [x,y,z]T ).

Пусть путем дискретных измерений с помо-
щью бортовой аппаратуры БЛА (ОЭС) определяют-
ся текущие координаты и скорость НО. Траектория 
БЛА должна проходить симметрично (эквидистант-
но) над траекторией движения НО. Следовательно, 
прогнозированием траектории НО и высоты полета 
БЛА определяется точка пространства, через кото-
рую должен пролететь БЛА.

Кинематическая схема наведения БЛА в го-
ризонтальной плоскости имеет вид, представленный 
на рисунке 2. Пространственная схема отличается 
рассмотрением отдельно горизонтальной и верти-
кальной схем движения БЛА или представлением 
траектории движения БЛА в плоскости, ориентация 
которой изменяется относительно заданной инерци-
альной системы координат.

Рисунок 2. Кинематическая схема наведения БЛА

На рисунке 2 введены следующие обозна-
чения: k – порядковый номер точки пространства, 
через которую должен пролетать БЛА (k = 0,N),  

– вектор скорости БЛА. φk – угол ориентации 
вектора    в k-й точке. k – вектор дальности от на-
чальной (k-1-й) до конечной (k-й) точки k-го 
интервала траектории. O k – начало указанной инер-
циальной системы отсчета на k-м участке траектории 
летательного аппарата.

Принципиальное отличие рисунка 2 и данной 
постановки задачи от известного решения, изло-
женного в [7-9], состоит в том, что промежуточные 
точки маршрута O k (k = 0,N) не задаются заранее,  
а определяются (вычисляются) в процессе полёта 
БЛА на основе измерений, произведенных бортовой 
системой наблюдения за НО.

Как и в работах [7-9] траектория перемещения 
БЛА из k-й точки в k+1-ю точку должна быть такой, 
чтобы в k+1-й точке вектор скорости БЛА был на-
правлен в точку с номером k+2. Задача здесь услож-
няется в связи с тем, что прогноз k-х точек не может 
быть произведен на длительный интервал времени.  
Интервал прогноза Δt должен быть выбран исходя  
из свойств НО, конструктивных и динамических  
особенностей бортовой системы наблюдения, манев-
ренных свойств БЛА.

Перевод динамической системы из одного со-
стояния в другое (летательного аппарата в заданную 
точку пространства) представляет собой классиче-
скую задачу теории управления, решения которой 
определяются математической моделью объекта 
управления, в общем виде представленной много-
мерным (векторным) дифференциальным уравнени-
ем [7-9]:

X(t) = f(X,U,t),          X(t0) = X0.

X(t) – вектор фазовых координат системы 
управления, U = U(t) вектор управлений, t – текущее 
время. Минимизируемый функционал качества для 
такой задачи представляется в форме Больца [10, 11]:

Первое слагаемое в выражении (3) харак-
теризует требования по состоянию системы Xk(tk )  
в момент окончания управления tk . Второе слагае-
мое характеризует потери на управление в процессе 
управления. Классические методы решения данной 
задачи оптимизации (принцип максимума, динами-
ческое программирование, вариационные методы), 
как правило, при применении в конкретных условиях 
нуждаются в принятии ряда допущений (линейные 
уравнения состояния и линейный функционал, дру-
гие допущения). Однако, принимаемые допущения 
при аналитических методах решения задачи оптими-
зации на практике, как правило, позволяют получить 
вполне удовлетворительные результаты.
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Таким образом, для задачи, представленной 
кинематической схемой рисунка 2, минимизируемый 
функционал (критерий оптимальности) имеет вид [8, 
9, 11]:

где tk – момент времени, достижения БЛА определен-
ной k-й точки пространства, Vk

зад – проекция скорости 
летательного аппарата на ось O kZ k в инерциальной 
системе отсчета на k-м участке в момент tk , z

k
зад – бо-

ковая координата k-й точки траектории полета БЛА  
в момент времени tk . c1, c2, c3 – коэффициенты, зада-
ваемые с учетом размерности параметров минимизи-
руемого функционала качества.

Система кинематических уравнений движе-
ния центра масс БЛА в горизонтальной плоскости 
имеет вид [10]:

В системе уравнений (5) обозначено: xk, zk – ко-
ординаты центра масс БЛА в заданной k-й системе ко-
ординат; Vx

k, Vz
k – проекции вектора скорости    БЛА

на оси k-й системы координат; ak
x, ak

z – ускорения 
центра масс БЛА в k-й системе отсчета. Параметром 
управления БЛА в данном случае является боковое 
ускорение БЛА ak

z(t). Для случая, когда скорость 
полета БЛА постоянна (V =    = const) в системе
уравнений (5) можно представить 

При решении конкретных задач существует 
проблема выбора коэффициентов функционала (4) 
с1, с2, с3. В ряде случаев удобно задавать значения 
коэффициентов с1, с2, с3 с учетом максимально до-
пустимых значений минимизируемых параметров 
функционала (4), что позволяет провести нормиров-
ку слагаемых выражения (4). При этом коэффициен-
ты с1, с2, с3 имеют вид:

В работе [11] получено аналитическое реше-
ние данной задачи, которое для каждого участка оп-
тимизации (рисунок 2) имеет следующий вид:

где

Заметим, что, как показано в [11], варьируя 
коэффициентами с1, с2, с3 функционала (4), можно 
получить различные законы управления и, соответ-
ственно, – вид выражения (7).

Если c2→0, то (zk-zk
зад ) – неуправляемый па-

раметр, и имеет место закон управления по ско-
рости, если c1→0, то (Vz

k-Vk
зад  ) – неуправляемый 

параметр. В обоих случаях для нашей задачи со-
провождения НО это не обеспечивает достижения 
необходимого результата. Если c1 = 0, c2→∞, то 
(zk-zk

зад ) →0. Это означает, что необходимо обеспе-
чить точное наведение в заданную точку простран-
ства без учета скорости БЛА в момент окончания 
наведения (имеет место метод «пропорциональной 
навигации»).

В нашей постановке задачи, в соответствии с 
рисунками 1 и 2, необходимо в момент tk обеспечить 
минимум отклонения координаты и скорости БЛА от 
заданных значений. В этом случае в функционале (4) 
c1→∞ и c2→∞ и должно обеспечиваться (zk-zk

зад )→0 
и (Vz

k-Vk
зад  )→0. В этом случае полученный анали-

тически закон изменения управляющего ускорения 
центра масс БЛА на каждом k-м участке траектории 
имеет вид [8, 9]:

В формуле (11) tk–t = tост – время, которое не-
обходимо для достижения летательным аппаратом 
последующей указанной k-й точки пространства.

Dk в данном случае является текущей даль-
ностью от центра масс летательного аппарата до 
определенной точки Ok на k-м участке наведения, 
|Ḋ|k – модуль скорости сближения летательного аппа-
рата с точкой Ok. Для того, чтобы в формуле (11) из-
бежать деления на ноль необходимо ограничивать tост 
на фиксированной дальности Dk

ост. Это время целесо-
образно выбирать исходя из маневренных возможно-
стей БЛА, например, tост = 3τБЛА, где τБЛА – постоянная 
времени передаточной функции, описывающей дина-
мические свойства БЛА (как правило – колебатель-
ное звено).

В качестве примера рассмотрим изменение 
траектории полета БЛА в горизонтальной плоскости 
на некоторой высоте H в соответствии с рисунка- 
ми 1 и 2 при пролёте БЛА через заданные точки про-
странства, полученные с помощью оптико-электрон-
ной системы БЛА, со следующими координатами:  
x(0) = z(0) = 0; x(1) = 25 м, z(1) = 0; x(2) = 50 м, z(2) = 20 м;  
x(3) = 80 м, z(3) = 40 м (рисунок 3). 

(4)

(5)

V
��

V
��

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)
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Рисунок 3. Результаты математического моделирования

Представленные результаты рассчитаны с 
использованием библиотек numpy версии 1.26.4 и 
matplotlib версии 3.8.4 на Python 3.10 для математи-
ческой модели траектории полёта БЛА.

Заключение
Сопровождение беспилотным летательным 

аппаратом наземного объекта является актуальной 
задачей, для решения которой на борту БЛА долж-
на присутствовать система дистанционного наблю-

дения и слежения за НО в виде оптико-электрон-
ной системы, позволяющей определять параметры 
траектории движения НО. Полученная информация 
от ОЭС БЛА позволяет синтезировать в автопилоте 
БЛА оптимальный закон управления для формиро-
вания соответствующей траектории движения БЛА. 
Для решения этой задачи в соответствии с классиче-
ской теорией оптимального управления необходимо 
иметь информацию о координатах точки простран-
ства, в которую переводится управляемый объект 
(БЛА). Следовательно, прогнозирование координат 
траектории движения НО является одним из условий 
синтеза оптимального управления.

На основе прогнозированных координат тра-
ектории движения НО, заданной математической 
модели и критерия оптимизации аналитически реша-
ется задача определения управляющего воздействия 
(ускорения центра масс БЛА), требуемого для полета 
БЛА через заданные точки пространства по траекто-
рии, необходимой для успешного сопровождения НО.

Проведенное математическое моделирование 
приведённого выше примера показало работоспо-
собность предлагаемого подхода, который на этапе 
предварительного проектирования системы управле-
ния позволяет сформулировать основные требования 
к автопилоту конкретного БЛА с учетов его предна-
значения и конструктивных особенностей.
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 LOBATY A.A., KHOLOD P.V.

UNMANNED AERIAL VEHICLE CONTROL IN THE TASK OF MOBILE 
GROUND OBJECT TRACKING

Belarusian National Technical University
Minsk, Republic of Belarus 

The article is devoted to solving the problem of analytical determination of optimal control and 
synthesis of the trajectory of an unmanned aerial vehicle (UAV) when tracking a moving ground object (GO).  
Based on the analysis of modern GO tracking systems installed on UAVs, it is proposed to determine the 
required control acceleration of the UAV by extrapolation over an admissibly possible time interval of the GO 
motion trajectory. An original kinematic scheme of the UAV motion is considered when it flies through specified  
predicted points in space, on the basis of which the mathematical formulation of the problem of minimizing  
the justified quality functional under specified constraints is formalized in the form of a mathematical model  
of the UAV motion. A justified choice of an analytical solution to the optimization problem made it possible  
to formulate the law of control of the acceleration of the UAV center of mass, taking into account the change  
in the trajectory of the GO motion and minimization of control costs. The given example of mathematical  
modeling of the optimal control of a UAV and the formation of its flight trajectory when accompanied by a ground 
object demonstrated the efficiency of the proposed method and the prospects of its application for the synthesis  
of UAV autopilots at the preliminary design stage.

Keywords: unmanned aerial vehicle, ground object, support, trajectory, optimal control
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