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 Цель проведения исследований, результаты которых представлены в статье, заключается в аналитическом 
синтезе закона управления колёсным мобильным роботом при перемещении его по траектории, заданной опорными 
точками на поверхности в инерциальной системе координат. Проводится анализ существующих различных подходов 
к формированию заданной траектории движения мобильного робота, основанных на различной математической 
постановке задачи. Для достижения поставленной цели траектория движения рассматривается состоящей из 
отдельных интервалов, на каждом из которых решается задача оптимизации управления. Обоснован критерий 
оптимизации в общем виде и представление его в форме минимизируемого квадратичного функционала качества, 
удобного для аналитического синтеза управления. В качестве составляющих функционала рассматриваются 
параметры отклонения траектории движения мобильного робота от заданных точек пространства, а также 
прогнозируемые параметры вектора скорости и управляющее нормальное ускорение центра масс мобильного робота. 
При этом в каждой заданной точке пространства учитывается направление траектории на последующую точку, что 
обеспечивает оптимальную кривизну траектории при заданной скорости полета летательного аппарата. В результате 
аналитического синтеза получены математические зависимости для определения управляющего ускорения, которые 
позволяют в системе управления робота получить заданный оптимальный закон управления в виде угла поворота вектора 
скорости, обеспечивающий в конечном итоге минимальные затраты мобильным роботом энергии для различных условий 
его применения. Обоснованность предложенных теоретических положений подтверждается наглядным примером, в 
котором для упрощенной математической постановки задачи путем компьютерного моделирования рассчитаны 
оптимальные законы изменения направления вектора скорости и параметры траектории мобильного робота. На 
приведенных иллюстрациях показаны траектории движения робота через различные заданные точки пространства и 
закон изменения направления вектора скорости.

 Ключевые слова: мобильный робот; траектория движения; минимизируемый функционал; управление; 
интервал оптимизации.
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Введение

Интенсивное развитие и внедрение робототех-
нических комплексов и систем имеет ряд направлений, 
одно из которых представляет собой создание мобиль-
ных роботов (МР), которые могут самостоятельно пе-
ремещаться в пространстве. Классификация МР может 
производиться в соответствии с различными признака-
ми в зависимости от среды перемещения, назначения, 
принципов построения системы управления и механи-
ческих элементов конструкции. В особую группу МР 
можно выделить колесные МР, которые представляют 
практический интерес как подвижные платформы для 
различных систем, устройств и приборов. Колесные 
МР могут использоваться в различных областях чело-

веческой деятельности, например, в пожаротушении, 
видеонаблюдении, охране объектов, контроле опасного 
для людей загрязнения местности и т.д. К числу дистан-
ционно управляемых колесных МР можно отнести и 
применяемые в свое время первые советские луноходы.

Робототехнический мобильный комплекс – это 
беспилотная машина, которая может перемещаться в 
пространстве и выполнять определенные функции, 
обусловленные её специализацией. Разработка мобиль-
ных робототехнических комплексов идет как по пути 
создания уникальных (механизированных) платформ, 
так и с применением шасси серийной автотракторной 
техники. Так, один из первых отечественных мобиль-
ных роботов был создан на базе шасси серийного ми-
ни-трактора «Беларус-132» производства ОАО «Смор-
гонский агрегатный завод» в 2015г. (рис. 1).

Рис. 1. Общий вид робототехнического комплекса на базе шасси «Беларус-132»
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В состав комплекса входят следующие навес-
ные элементы: видеосистема для обеспечения вожде-
ния, бортовой компьютер, система телекоммуникации, 
специальное технологическое оборудование [1].

Конструктивно колесные МР принципиально 
близки к устройству автомобилей (тракторов), прин-
ципы построения которых достаточно хорошо извест-
ны и отработаны, включая математические модели их 
подсистем [2-4]. Однако, современные информацион-
ные системы и технологии позволяют перейти к соз-
данию автономных систем управления МР, в том числе 
и беспилотных автомобилей, обладающих свойствами 
искусственного интеллекта. Несмотря на то, что экс-
плуатация беспилотного автотранспорта в условиях до-
рожного движения связана с решением ряда проблем не 
только технического характера, но и правового, психо-
логического [5], работать над созданием систем управ-
лением беспилотных автомобилей необходимо и в на-
стоящее время. Перспективная система управления МР 
или беспилотным автомобилем должна представлять 
собой интеллектуальную систему управления, которая 
сама формирует цель управления и пути достижения 
этой цели. Одной из основных составляющих такой 
системы является динамическая экспертная система 
(ДЭС) [6], задачей которой является моделирование 
возможных результатов действия соответствующе-
го управляющего сигнала в соответствии с задачами 
управления МР, внешними факторами и внутренним 
состоянием системы. Одна из задач, стоящих перед 
ДЭС интеллектуальной системы управления МР – про-
гнозирование оптимальной траектории, по которой 
должен перемещаться МР. Вид траектории движения 
МР может задаваться заранее, но во многих случаях за-
дача изменения траектории движения МР может возни-
кать внезапно под влиянием различных факторов.

Математическая формализация задачи

В общем случае математическая модель дви-
жения МР как динамической системы в пространстве 
состояний имеет вид векторно-матричного дифферен-
циального уравнения вида

                   (1)

где X(t) – вектор состояния системы, U(t) – вектор 
управлений, ( , )f X t  – в общем случае заданная 
нелинейная векторная функция, t – текущее время, t0 – 
начальный момент времени. 

Задача оптимизации в общем случае сводится к 
минимизации функционала вида

      
                (2)

В функционале (2) функция ( )k kX tj  
характеризует требуемое положение объекта 
управления в конечный момент времени tk, (в данном 
случае – прохождение МР заданной точки маршрута); 

( , , )F X U t  характеризует потери на управление и 
маневрирование МР. Таким образом, имеем известную 
задачу оптимизации Больца [7], которая решается либо 
на основе принципа максимума Понтрягина, либо с 

помощью метода динамического программирования 
Беллмана. В теории применение данных методов 
хорошо известно, однако, при решении конкретных 
практических задач возникает ряд проблем. Так, при 
использовании метода Беллмана, приходится решать 
уравнения в частных производных, что для систем даже 
относительно небольшой размерности может оказаться 
неразрешимой задачей даже при использовании 
современных информационных технологий. В данном 
случае может оказаться более предпочтительным 
применение Принципа максимума, однако и его 
реализация требует обоснования дополнительных 
ограничений в виде условий трансверсальности и 
в любом случае всегда приводит к необходимости 
решения двухточечной краевой задачи, которая 
заключается в том, что часть граничных условий для 
решаемой системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений задана в начальный момент времени, а другая 
часть – в конечный момент времени функционирования 
системы. Задача исследователя состоит в такой 
математической постановке задачи, при которой может 
быть получен реальный результат.

Определение оптимальной траектории и 
закона управления

Рассмотрим задачу последовательного 
прохождения МР через точки поверхности с 
заданными координатами. В работах [8-10] подобная 
задача решается для случая движения беспилотного 
летательного аппарата в воздушном пространстве. 
Рассмотрим применение основных идей, предложенных 
в работе [10] с учетом особенностей движения по 
горизонтальной поверхности МР или беспилотного 
автомобиля. В основе решения задачи лежит 
моделирование движения центра масс МР в поэтапно 
изменяющейся системе координат, что позволяет 
существенно упростить математическую постановку 
задачи и свести её к виду, решаемому аналитическими 
методами.

Особенностью формализации (представлении 
в виде, удобном для решения) задачи в данном случае 
является задание на каждом этапе движения МР (между 
заданными точками поверхности) прямоугольной 
системы координат (рис. 2)

Рис. 2. Кинематическая схема движения МР
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На рис. 2 представлена кинематическая схема пере-
мещения МР в заданной (О(i)X(i)Y(i)Z(i)) инерциальной системе 
координат, где i – номер заданной точки поверхности, через 
которую должна пройти траектория МР. На рисунке обо-
значено   -      вектор скорости МР.  φ(i)  – угол ориентации 
вектора скорости МР в i-й точке поверхности. 

          – вектор дальности от начальной (i-1-й) до 
конечной (i-й) точки i-го интервала траектории. О(i) – на-
чало заданной инерциальной системы координат на i-м 
интервале траектории движения МР. В общем случае 

0,i N= . 
Движение центра масс МР на i-м интервале 

движения по горизонтальной поверхности описывается 
следующей системой линейных дифференциальных 
уравнений.

                             (3)

В выражениях (3) обозначено: x(i), z(i) – 
координаты центра масс МР в заданной i-й системе 
координат; ( )i

xv , ( )i
zv  – проекции вектора скорости  МР 

     на оси i-й системы координат; ( )i
xa , ( )i

za  – ускорения 
центра масс МР в i-й системе координат. 

Если принять допущение о том, что скорость 
движения МР постоянна    а это в реальности, 
как правило, выполняется, то это позволяет существен-
но упростить математическую постановку задачи и 
привести её к виду, который даёт возможность полу-
чить аналитическое решение. С учетом сделанного до-
пущения о постоянстве модуля скорости МР           
               где     Это допущение позволяет 
существенно упростить задачу и привести её к виду, ко-
торый позволяет получить аналитическое решение.

В данной математической постановке задачи 
критерий оптимальности зададим в виде минимизируе-
мого функционала качества вида

                                 (4)

где ti – момент времени, при котором МР достигает за-
данной i-й точки пространства.   – заданное значе-
ние проекции скорости МР на ось О(i)Z(i), соответствую-
щей инерциальной системы координат на i-м интервале 
в момент ti.         – боковая координата заданной i-й точки 
траектории полета МР в момент ti. n1, n2, n3 – коэффици-
енты, которые задаются с учетом размерности параме-
тров функционала (4). Целесообразно для приведения 
слагаемых выражения (4) к безразмерному виду зада-
вать их следующими значениями:    
  
           Величины vmax, zmax, amax, выбираются 
из условия реальных ограничений, накладываемых 
на движение МР. Выражение (4) представляет собой 

традиционный для данного типа задач квадратичный 
функционал Летова-Калмана [6, 7].

В выражениях (3) непосредственно не 
представлен закон управления МР, которым является 
изменение угла ориентации вектора скорости φ(t) в 
горизонтальной системе координат (угол отклонения 
руля в автомобиле). Однако, если предположить, 
что управлением в данном случае при решении 
задачи оптимизации является ускорение ( ) ( )i

za t
, то получаем известную классическую постановку 
задачи, для которой известно аналитическое решение 
[6, 7]. Определим оптимальное управление (боковое 
ускорение МР ( ) ( )i

za t ) на i-м интервале движения МР.
Решение задачи по определению оптимального 

бокового ускорения ( ) ( )i
za t , которое минимизирует 

функционал (4), может быть получено путём 
применения различных методов математического 
программирования. В частности, в работе [11] на 
основе применения методов вариационного исчисления 
приведено решение похожей задачи, которое для 
данной постановки на каждом интервале оптимизации 
будет иметь следующий вид:

                             (5)

                             (6)

             (7)

                         (8)

В выражениях (14)-(17) обозначено 
      где           –  значение 

проекции скорости МР на ось О(i)Z(i) в момент 
окончания перемещения МР ti на i-м интервале.

 – заданный угол подхода МР к очередной 
заданной точке траектории O(i), определяемый 
ориентацией вектора     относительно системы 
координат (О(i)X(i)Z(i)) в соответствии с рис. 1.

     – время, которое необходимо для 
достижения МР очередной заданной i-й точкой 
поверхности.

                 (9)

( )iD  – в данном случае представляет собой 
текущую дальность от центра масс МР до заданной 
точки O(i) на i-м интервале движения МР,         – модуль 
скорости сближения МР с точкой O(i). В выражениях 



(5)-(9) аргумент t для упрощения записи опущен.
В соответствии с рис. 2  и уравнениями (3) 

существует взаимно однозначное соответствие между 
переменными, определяющими управляющее воздей-
ствие на центр масс МР: ( )i

zv  и         . 
( )i

za  - в данном 
случае можно считать следствием изменения ( ) ( )i

zv t  
под действием управления         .    В соответствии с 
полученным решением           - искомый закон изме-
нения угла поворота вектора скорости (рулевого колеса 
автомобиля) для движения МР по оптимальной траек-
тории в соответствии с приведенной выше постановкой 
задачи.

Пример 

В качестве примера рассмотрим изменение 
траектории движения МР с постоянной скоростью v = 5 
м/с через заданные точки поверхности со следующими 
координатами: x(0) = z(0) = 0; x(1) = 100 м, z(1) = 0; x(2) 
= 150 м, z(2) = -20 м; x(3) = 250 м, z(3) = 25 м. На Рис. 
3 представлены траектории движения (Рис. 3а) и угол 
ориентации вектора скорости МР (Рис. 3б) на двух 
участках движения МР. Результаты получены путём 
математического моделирования в среде Mathcad.
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а б

Рис. 3. Траектория движения и угол ориентации вектора скорости МР

Как показали результаты моделирования дан-
ного примера, величины отклонений траектории цен-
тра масс МР от заданных промежуточных точек про-
странства составили от 1 до 2 метров в зависимости от 
углов         и ориентации вектора скорости     . Эти 
отклонения обусловлены сделанными допущениями 
при математической постановке задачи аналитического 
синтеза. На практике в ряде случаев такие результаты 
могут оказаться вполне приемлемыми.

Заключение

Таким образом, получено решение обратной 
задачи динамики, которая в данном случае состоит в 
определении закона изменения угла поворота векто-
ра скорости МР (руля автомобиля) необходимого для 
получения требуемой траектории движения МР. 

Предложенный подход к решению задачи 
синтеза оптимальной траектории и закона управле-
ния МР позволяет на этапе предварительного про-
ектирования выявить основные закономерности и 
параметры, необходимые для обоснования общей 
структуры системы управления МР или беспилотно-
го автомобиля.

Для практической реализации данного зако-
на управления в интеллектуальном блоке МР необхо-
димо учесть конструктивные особенности МР, фор-
мализованные в виде его математической модели для 
конкретного типа МР, в которой учтены его динами-
ческие характеристики, нелинейности, ограничения 
и прочие особенности. Это в свою очередь представ-
ляет собой отдельную задачу, относящуюся к клас-
су задач синтеза регуляторов при заданном входном 
сигнале и заданной математической модели объекта 
управления.
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A.A. LOBATY, D. V. KAPSKI, A.K. IBRAHIM, I.A. SHISHKOVETS

ANALYTICAL FORECASTING OF THE OPTIMAL TRAJECTORY OF MOBILE 
ROBOT

Belarusian National Technical University

 The purpose of the research, the results of which are presented in the article, is the analytical synthesis of the law of 
control of a wheeled mobile robot while it moves along a trajectory specified by reference points on the surface in an inertial 
coordinate system. The analysis of the existing various approaches to the formation of a given trajectory of movement of a mobile 
robot, based on a different mathematical formulation of the problem, is carried out. To achieve this goal, the trajectory of motion 
is considered to consist of separate intervals, at each of which the control optimization problem is solved. The optimization 
criterion in general form and its representation in the form of a minimized quadratic quality functional, convenient for analytical 
synthesis of control, are substantiated. As components of the functional, the parameters of the deviation of the trajectory of the 
mobile robot from the given points in space are considered, as well as the predicted parameters of the velocity vector and the 
controlling normal acceleration of the mobile robot mass center. In this case, at each given point in space, the trajectory direction 
to the next point is taken into account, which ensures the optimal curvature of the trajectory at a given flight speed of the aircraft. 
As a result of analytical synthesis, mathematical dependences were obtained to determine the control acceleration, which allow 
in the robot control system to obtain a given optimal control law in the form of the rotation angle of the velocity vector, which 
ultimately ensures the minimum energy consumption by the mobile robot for various conditions of its use. The validity of the 
proposed theoretical provisions is confirmed by an illustrative example, in which, for a simplified mathematical formulation of the 
problem, the optimal laws of changing the direction of the velocity vector and the parameters of the trajectory of a mobile robot 
are calculated by means of computer modeling. The illustrations show the trajectories of the robot through various given points 
in space and the law of changing the direction of the velocity vector.

 Keywords: mobile robot; motion trajectory; minimized functional; control; optimization interval.
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