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Исследованы возможности использования математических моделей теории очередей с целью управления 
в реальном времени моделируемыми ней процессами дискретных производств. В качестве модельного примера 
рассматривалась система управления перестановками предметов обслуживания в очередях. Для анализа 
были использованы методы расчета управляемых BMAP систем и методы теории восстановления на перио-
дах занятости для очередей с вакансиями требований.

В результате исследования выяснено, что математическое моделирование в теории очередей может 
быть использовано для имитационного моделирования дискретного производства с целью проектирования 
и производственного анализа, но не может быть использовано для управления моделируемыми процессами 
в реальном времени.
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Введение
В дискретно-событийном математическом 

моделировании существуют попытки реализа-
ции задач управления процессами массового 
обслуживания, в которых предметы производ-
ственной и иной обработки моделируются как 
требования (Rq) реализуемые в системе с об-
служивающими приборами (Sv), отображаю-
щими машины, механизмы и персонал [1]. 
В теории очередей (QT) сочетание Rq c Sv мо-
делируется посредством очередей (Qu) Rq, ко-
торые задают порядок обслуживания их в Sv 
и образуют совместно с Rq и Sv систему мас-
сового обслуживания (QuS). В рамках QT соз-
дано множество математических моделей QuS, 
для расчета процессов так называемого дис-
кретного производства, в котором явно выде-
лены предметы производства, над которыми 
осуществляются циклические операции об-
служивания. В свое время математическое мо-
делирование объектов управления, передаточ-
ных звеньев и регуляторов в теории автомати-
ческого управления привело к взрывному раз-
витию средств автоматического управления 
непрерывными процессами. Однако в случае 

QT, а также других теорий дискретно-собы-
тийного моделирования, подобного эффекта 
для системного управления QuS не происхо-
дит [2]. В данной статье на примере модели 
сложного управления Rq в QuS на основе QT 
была сделана попытка определить причину 
этого явления и оценить перспективы исполь-
зования расчета QT для производственного 
управления в реальном времени. 

Формальный математический подход QT 
к моделированию управления в QuS  

со сложным перемещением
В QT существует класс BMAP систем c груп-

повым марковским входным потоком [2], в ко-
тором может моделироваться сложное пове-
дение Rq в системе однотипных очередей. 
Как правило, функция управление такого 
рода системами в QT моделируют в виде спе-
циальной функции CONT. Логично предполо-
жить, что пользуясь уже существующими 
подходами QT, мы сможем реализовать управ-
ление для сложных производственных систем, 
которые моделируются в QT в виде BMAP си-
стем.
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Для анализа такого управления был разра-
ботан модельный пример, схема которого пред-
ставлена на рис. 1. 

Пример включает в себя две QuS типа 
G/G/1/m с предельным количеством Rq равном 
m, представленные на рисунке 1 в виде систем 
Sc1-Qu1-Sv1 и Sc2-Qu2-Sv2. Для Rq в этих си-
стемах был установлен верхний предел време-
ни ожидания их реализации t соответственно 
в Sv1 и Sv2. Те Rq в Qu1 или Qu2, для которых 
время ожидания их реализации превышает 
значение t, направляются в другой процесс 
однотипной реализации Qu2 или Qu1, где по 
условию прохождения очереди они не превы-
сят значение t. Также они могут быть отправ-
лены в процессы не однотипной, а иной их ре-
ализации, которые отображены на рис.1 в виде 
систем Qu3-Sv3 и Qu4-Sv4. Все перемещения 
Rq между QuS осуществляются в процессе 
управления Control.

На основе составленной схемы был выпол-
нен расчет вероятностей реализации k-го Rq 
для следующих процессов: 1) основного про-
цесса при условии ограничения времени ожи-
дания Rq – вероятность ,( )M j

lkPB ; 2) процесса 
в присутствии перестановок Rq между очере-
дями – вероятность ,( )M j

rrlPB . Результаты 
расчетов представлены в формулах (1) и (2) 
соответственно:
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В них k – номер требования, относительно 
которого начат расчет; j – индекс QuS (Qu1, 
Qu2, Qu3 либо Qu4), в которую осуществляет-
ся перестановка; l – номер Rq в новой QuS по-
сле перестановки; M – индекс, характеризую-
щий марковский тип действующих потоков; l3, 
l1, l2 – вспомогательные индексы; rr – обозна-
чение процесса перестановки; T – время, 
относительно которого ведется расчет; CОNT – 
переменная, характеризующая управляющий 
процесс Control; 

( ) ( )lF CONT  – функция рас-
пределения переменной CОNT; ( )M

rr kPA  – ве-
роятность того, что в результате реализации 
Rq в сопряженном процессе перестановки оно 
окажется в другой Qu; ( )l Tλ ; ( )l Tµ - интен-
сивности поступления и обработки требова-
ний l в момент времени T; ( )l Tr  – коэффици-
ент соотношения интенсивности входного 
и выходного потоков QuS, ( ) ( ) / ( )l l lT T Tr = λ µ ; 

( )oP T  – вероятность того, что в момент начала 
расчета, в Qu отсутствовали Rq. Вывод фор-
мул (1) и (2) представлен в [3].

Анализ (1) и (2) показал, что ( ) ( )lF CONT  
является статистическим обобщением процес-
са Control по некоторой выборке вариантов 
управляющих воздействий в QuS1 или QuS2. 
Управляющий процесс учитывается как слу-
чайный процесс, не зависимый от основного 
процесса, что не позволяет использовать рас-
чет для определения параметров оптимально-
го управления относительно конкретных со-
стояний управляемой системы [1, 4]. Это явля-
ется характерной чертой абстрактного матема-
тического подхода к расчету в QT, в противо-

Рис. 1. Схема QuS типа BMAP с произвольными перестановками Rq в QuS
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вес которому авторами предложен инженер-
ный подход, представленный ниже.

Инженерный подход к использованию 
расчета QT для управления в системе QuS 

с перестановками Rq
1. В разработанном подходе предполагает-

ся, что процесс управления Control описанной 
выше системы является не внешней помехой 
по отношению к ней, а следствием обстоя-
тельств пребывания Rq в QuS1 и QuS2. На ри-
сунке 2 изображена схема QuS с перестановка-
ми, представленная на рис. 1, с точки зрения 
разработанного подхода. В ней управление 
осуществляется в виде трех отдельных согла-
суемых процессов относительно основного про-
цесса перемещения Rq в очередях Qu1 и Qu2: 

2. Sv5 и Sv6 выполняют поиск и извлече-
ние требуемых Rq соответственно из Qu1 и 
Qu2, а затем осуществляют его передачу в Qu3 
и Qu4 для иной его реализации в другом типе 
устройств чем Sv1 и Sv2. 

3. Sv7 также ищет и извлекает Rq из Qu1 
или Qu2, но размещает его в Qu8. 

4. Qu8 осуществляет транспорт Rq к Sv8, 
который должен обеспечить ряд операций, 
чтобы разместить Rq доставленное Qu8 в Qu2 
или Qu1 для реализации того же типа. 

Целью извлечения Rq из Qu1 или Qu2 яв-
ляется предотвращение ошибки его обслужи-
вания в Sv1 или Sv2, когда существует высо-
кая вероятность того, что будет превышено 
ограничение верхнего предела времени ожида-
ния t реализации Rq в данной QuS. В этом 
случае вероятные издержки обслуживания Rq 
в Sv1 или Sv2 будут больше, чем потери, свя-
занные с переносом обслуживания в однотип-
ную QuS или в QuS3 и QuS4 иной реализации 
Rq. Такие извлечения и перестановки Rq были 
названы нами инореализацией Rq. 

Преимуществом схемы на рис. 2 перед схе-
мой 1 является то, что в представляемой QuS 
с перестановками выделены дополнительные 
QuS [5]. В результате, в ней можно определить 
объекты управления и исполнительные 
устройства относительно каждого отдельного 
типа и этапа инореализации. Это позволяет 
создавать основы расчета посредством синтеза 
функции управляющего устройства для каж-
дого процесса управления, как это имеет ме-
сто при моделировании элементов контура ав-

томатического управления в теории автомати-
ческого управления [6]. В данном случае – это 
инореализация Rq.

При анализе было выяснено [5, 6, 8], что 
моделирование Qu как объектов управления, 
которые на производстве реализуются в виде 
разнообразных транспортеров, ленточных, 
тельферных и иных, невозможно без модели-
рования в них вакансий Rq. При этом природа 
возникновения вакансий Rq может быть раз-
личной. Одни вакансии должны планировать-
ся и обеспечиваться искусственно для возмож-
ности вставки нового Rq в Qu, в которых уже 
существует своя последовательность собствен-
ных Rq. Другие – возникают в момент извле-
чения Rq из Qu, и могут быть заняты Rq той 
же Qu или Rq, переставляемыми из других Qu. 
Вакансии также могут возникать спонтанно 
в результате неравномерности поступления 
Rq, в результате инерционности элементов си-
стем и ошибок управления в моделируемых 
посредством Qu разнообразных транспортных 
механизмах.

При этом вакансии Rq, оказавшиеся непо-
средственно рядом с Sv после обслуживания 
им очередного Rq будут создавать аномальные 
задержки обслуживания, которые не учитыва-
ются в расчете QT, поскольку в его системной 
модели Qu вакансии Rq отсутствуют. Кроме 
того, вакансии Rq в Qu изменяют предельное 
количество Rq, которые могут быть размеще-
ны в этой Qu, что тоже не учитывается в тра-
диционном расчете QT из-за того, что систем-
ная модель Qu не предусматривает наличие 
вакансий Rq. Поэтому для расчета была пред-
ложена новая системная модель QuS1, отобра-
женная на рис. 2, c вакансиями для Rq как это 
изображено на рис. 3.

Рис. 2. Схема QuS с перестановками с точки зрения ин-
женерного подхода
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На нем в нижней части рис. 3 представлена 
нумерация Rq, ожидающих реализации в Sv. 
Кроме Rq на модели QuS представлены вакан-
сии Rq. Для отображения количества вакансий 
Rq, находящихся перед рассчитываемым k-м 
Rq, где k – номер Rq в Qu на момент времени 
T, введем переменную ak. Однако данная пере-
менная не отображает явно топологию вакан-
сий Rq в Qu в момент времени расчета T, от 
которой зависит риск аномальной задержки 
реализации. Явно задавать топологию вакан-
сий Rq на любой момент времени можно, если 
ввести дополнительный концепт места Qu с но-
мерами h, которые представлены на рис. 3 не-
посредственно над Qu. Исходя из этого, будем 
использовать переменную места Qu hk=k+ak, 
где hk – номер места Qu, занимаемое k-м Rq. 
При этом km h k≥ ≥ , где m – верхний предел 
количества Rq в Qu.

Для моделирования управляющих воздей-
ствий на участке Qu, следующем за hk местом 
Qu введем переменную bk баланса изъятий 
и вставок Rq в данную Qu, а количество Rq 
планируемых к реализации в этой же QuS обо-
значим как kg , а с учетом Rq уже реализуемо-
го в Sv – как 0k+g . Соответственно для описа-
ния количества вакансий во всей QuS после 
k-го Rq, а не только в Qu в момент времени 
расчета T будем использовать переменную 
ak+0.

Применяя метод дискретных преобразова-
ний для решения систем дифференциальных 
уравнений и следуя рекомендациям Н. Джей-
суола [7], по разработанной модели была пере-
считана вероятность реализации k-го Rq в QuS 
при ограничении верхнего значения остаточ-
ного времени реализации k

bDt , которая выра-
жается в следующей формуле:
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где j – индекс, в которую предполагалось по-
пасть в результате перестановки; j – номер Rq, 
которым станет оно в новой QuS; nj = h – k+ j; 
С j

nj – биноминальный коэффициент [3, 7]; фи-
зический смысл его означает количество спо-
собов, которыми можно попасть на место j из 
nj возможных;

kk tbDt = t − – остаточное время реализа-
ции, в течение которого Rq начиная с момента 
времени kt  еще может ожидать реализации 
в Sv, а по истечении этого времени Rq должен 
покинуть Qu без реализации; 0 0;k k+ = g + gg – 
приведенное количество требований в систе-
ме с ожиданием, которые планируются к реа-
лизации и обслуживаются в QuS; при этом 

0
0 1 / ;w r= − t tg rt – среднее время обслужива-

ния Rq в Sv; 0
wt – длительность обслуживания 

на месте 0 в момент времени начала отсчета; 
0 0( , , )k k ka b

+ +a g Dt  – коэффициент масштабиро-
вания – коэффициент взаимосвязи количествен-
ных характеристик очереди с параметрами вре-
мени ожидания [3]. Значение 0 0( , , )k k ka b

+ +a g Dt  
равно:
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Был разработан алгоритм управления QuS, 
особенностью которого являлось то, что рас-
чет по выражениям (3) и (4) осуществлялся 
последовательно относительно мест QuS в по-
рядке: от Sv к концу Qu с расчетом kP  для каж-
дого k-го Rq. Сравнения его с минимально до-
пустимым для реализации значением Pb , 
определением относительно k-го Rq управля-
ющего воздействия и итерационным уточне-
нием переменной управления bk +1 подтверди-
ли теоретическую возможность управления 
инореализаций Rq в отдельной QuS. 

При изменении производственных усло-
вий в формулы (3) и (4) должны быть измене-

Рис. 3. Системная модель QuS1 с вакансиями для Rq:      – вакансия Rq на одном из мест Qu1;     – Rq на 
одном из мест Qu1
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ны. Эти изменения должны быть внесены по-
средством составления новой системы диффе-
ренциальных уравнений с последующей про-
веркой решения на адекватность [1, 8], что до-
ступно лишь узкому специалисту и представ-
ляет трудность для автоматизации. 

Кроме того, для согласования процессов 
объекта управления и исполнительного меха-
низма в процессе управления, а также не-
скольких процессов управления между собой 
необходима оценка, задающая для исполни-
тельных механизмов ограничения, на кото-
рые они бы могли ориентироваться при реа-
лизации управляющих воздействий [9, 10]. 
Здесь это ограничения при изъятии, вставке 
Rq в Qu, транспортировке Rq, подготовке ва-
кансий или наоборот устранении вакансий Rq 
в Qu. Между тем оценка вероятности реали-
зации при заданном остаточном времени 
ожидании |k kP bDt  для последующего ее срав-
нения с Pb  не имеет мгновенных измеряемых 
значений. Получение же в явном виде обрат-
ной оценки |k PbDt , представляющей собой 
остаточное время ожидания k-м Rq своей реа-
лизации в QuS без превышения значения Pb  

из выражений (3) и (4) для последующего 
сравнения ее с k

bDt  для рассматриваемого мо-
дельного примера, невозможно [1, 3, 6]. Ис-
пользование численных методов для расчета 

|k PbDt  чревато низкой скоростью сходимо-
сти или даже отсутствием результатов вычис-
лений, что не позволяет считать такой метод 
расчета при управления Rq в реальном време-
ни универсальным [1, 8].

Заключение 
Таким образом, можно констатировать, 

что использование расчета QT в целях си-
стемного управления предметами обработки 
в условиях дискретного производства теоре-
тически возможно, однако оно не может 
быть универсальным и применимым для ав-
томатической адаптации систем управления 
к изменяющимся производственным услови-
ям. Исходя из этого, применение расчета QT 
целесообразно ограничить лишь имитацион-
ным моделированием типовых производ-
ственных ситуаций и типовых ситуаций управ-
ления с целью их производственного ана-
лиза.
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V. I. KUDRIAVTSEV, О. F. ZIRKO 

THE POSSIBILITY OF APPLYING CALCULATION BASED ON QUEUING THEORY 
WITH THE AIM OF REAL-TIME CONTROL

Possibilities of using mathematical models of the theory of queues for the purpose of control of processes of discrete pro-
ductions modeled by it in real time are investigated. As a model example, a system for managing the rearrangements of service 
items in queues was considered. For the analysis the methods of calculation of BMAP-controlled systems and the methods of 
the theory of recovery on periods of employment for queues with vacancies of requirements were used.

As a result of research it is found out that mathematical modeling in the theory of queues can be used for simulation of 
discrete production for the purpose of design and the production analysis, but cannot be used for management of the modeled 
processes in real time.

Keywords: demand; real-time control; discrete event mathematical modeling; queue; process control system; engineering 
approach; permutations; jobs; BMAP-system.
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