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Физическая величина отличается от нефизической величины способом измерения. Кроме того, при изме-
рении физических величин рассматривают понятие одинаковых по величине объектов. Например, равноверо-
ятные исходы в классической теории вероятности или равенство цены деления измерительной шкалы. Для 
нефизической величины мы предлагаем проводить измерения путем субъективного оценивания в шкале поряд-
ка, а кроме того использовать понятие последовательности одинаково отличающихся объектов. Такой под-
ход успешно используется в некоторых исследованиях для субъективной характеристики величины объектов. 
К примеру, последовательность звезд на небе различной яркости или уровни сложности теста. Номера членов 
такой последовательности назовем рейтингом. Определив рейтинг, можно найти значения величины, если 
считать, что одинаково отличающимся объектам соответствует одинаковый результат парного сравне-
ния. Поскольку эксперт сравнивает объекты, не определяя величину объектов, то естественно предполо-
жить, что способ сравнения ему не известен. Это означает, что в качестве математической модели мы 
определили косвенный способ нахождения значений нефизической величины при неизвестном способе сравне-
ния. Выбрав способ сравнения, каждому объекту можно поставить в соответствие число, которое будем 
называть субъективным размером объекта. В метрологии способов численного сравнения физических величин 
всего два – это разность и отношение. Поэтому при оценке субъективных величин ограничимся двумя спосо-
бами – разностью и отношением размеров величин.

В качестве примера применения теории анализируется функциональная связь, между физической величи-
ной и нефизической величиной, устанавливаемая эмпирическими законами. Отмечается, что эмпирические 
законы Фехнера и Стивенса используют разность или отношение субъективных величин. Но разницу или от-
ношения величин можно выразить через разность рейтингов. Поэтому есть возможность для каждого зако-
на получить соотношение между разностью рейтингов и физической величиной. Совпадение двух законов 
Фехнера и Стивенса, после перехода к рейтингу, подтверждает адекватность нашей модели. 
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Введение
Под  величиной  в  метрологии  понимают 

нематериальное свойство, общее в качествен-
ном отношении ко многим объектам, но в ко-
личественном отношении индивидуальное для 
каждого из них [1]. 

Измерить нефизическую величину можно 
в шкале порядка [2]. Недостатком такой шка-
лы является то, что арифметические операции 
в порядковой шкале недопустимы. У нефизи-
ческих  величин,  которые  существуют  только 
в сознании людей, нет размеров – поэтому их 
нельзя делить или вычитать [3]. Размер нефи-
зической  величины мы  определим  косвенно. 
Для этого вводится понятие последовательно-
сти  одинаково  отличающихся  объектов.  Но-
мер  объекта  в  такой  последовательности мы 
называем рейтингом. Используя рейтинг мож-
но построить математическую модель для на-

хождения  нефизической  величины,  причем 
значения ее уже можно будет вычитать или де-
лить.

Измерение величины
Любое измерение представляет собой срав-

нение размеров опытным путем [1]. В метро-
логии  числовому  результату  сравнения  соот-
ветствуют только два способа – разность и от-
ношение размеров величин [1]. 

Замечание.  Вместо  отношения  нам  будет 
удобно рассматривать логарифм отношения.

Определим функцию для сравнения разме-
ров измеряемой величины [1]. 

Пусть w1, w2, ..., wi, ..., – конечное или счет-
ное  множество  объектов,  для  которых  суще-
ствуют значения x1, x2, ..., xi, ..., – величины X,  
i – порядковый номер объекта wi. Определение. 
Результат сравнения для величины X – это чис-
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ловая функция R(i, j), определенная на множе-
стве пар (i, j) такая, что 

1. Каждой паре объектов (wi, wj) поставле-
но в соответствие число R(i, j), i, j = 1, 2, 3, ...

2. В  зависимости  от  способа  сравнения: 
R(i, j) =	xi – xj, или R(i, j) =	ln(xi/xj), xi, xj > 0.

Для физической величины способ сравне-
ния  считается  известным.  Для  нефизической 
величины, по мнению метрологов, единствен-
ным  способом  измерения  является  оценка  ее 
проявления  по  шкале  порядка  [2].  Значения 
нефизической величины нельзя  вычитать или 
делить [3]. Это означает, что способ измерения 
нефизической  величины  не  определен.  Полу-
чить значения нефизической величины мы смо-
жем косвенно. Для этого нам понадобится но-
вое  понятие  –  последовательность  одинаково 
отличающихся объектов.

Последовательность одинаково 
отличающихся объектов

Понятие равновероятных исходов является 
неопределяемым  при  оценке  вероятностной 
меры и принимается на основании мнения экс-
перта. Например, при подбрасывании монеты 
эксперт может интуитивно считать, что сторо-
ны монеты  достаточно  симметричны  и  будут 
выпадать с одинаковой вероятностью. Класси-
ческое  определение  вероятности  сводит  вы-
числение вероятности к понятию «одинаковых» 
объектов,  которое  считается  основным  и  не 
подлежит  формальному  определению.  В  на-
шем случае априорно определяемым понятием 
будет последовательность одинаково отличаю-
щихся объектов. Это означает, что эксперт мо-
жет построить или указать последовательность 
объектов, которые одинаково отличаются друг 
от друга. Так, например: 

1. Астроном Гиппарх [7], наблюдая за звез-
дами, разделил их по яркости на шесть вели-
чин, где первая величина – самый яркий объ-
ект,  а шестая  –  наиболее  тусклый.  Промежу-
точные величины он распределил равномерно 
между оставшимися звёздами. 

2. Фехнер [6] рассматривал «едва заметные 
различия» субъективных ощущений. Например, 
эксперт сравнивает вес двух объектов. Вес вто-
рого  объекта  увеличивается  до  тех  пор,  пока 
эксперт не говорит «стал больше». Так после-
довательно строятся объекты, которые упоря-
дочены  по  возрастанию  веса  и  едва  заметно 

различаются. «Едва заметные различия» Фех-
нер считал равными потому, что эксперт про-
сто  отмечает,  когда  наступает  едва  заметное 
различие и субъективно для него все различия 
одинаковы.

3. Терстоун  [4]  использовал шкалу  равно-
кажущихся  интервалов  для  измерения  иссле-
дуемых психологических и социальных харак-
теристик. Отличительной  особенностью шка-
лы Терстоуна является то, что интервалы между 
показателями соседних высказываний субъек-
тивно  примерно  одинаковы.  Такое  свойство 
шкалы достигается за счет метода ее построе-
ния. 

В разобранных примерах рассматривается 
нефизическая величина и последовательность 
объектов,  которые  интуитивно  оцениваются 
как  одинаково  отличающиеся.  Одинаково  от-
личающиеся объекты могут служить опорны-
ми  точками  для  оценки  значения  величины 
произвольного объекта. 

Будем  считать,  что  если  объекты  кажутся 
эксперту  одинаково  отличающимися,  то  ре-
зультат сравнения последовательных пар дол-
жен  быть  постоянной  величиной.  Определим 
основное  свойство  (аксиому)  последователь-
ности одинаково отличающихся объектов.

Свойство С1. Если w1, w2,  ..., wi,  ..., – по-
следовательность  одинаково  отличающихся 
объектов,  то  результат  сравнения  последова-
тельных пар объектов является постоянной ве-
личиной, R(i, i + 1) =	C, где C =	const. 

Измерение нефизической величины
Пусть w1, w2, ..., wi, ..., – конечная или счет-

ная последовательность объектов, которые ха-
рактеризует нефизическая величина X. 

Определение.  Если w1, w2,  ..., wi,  ...,  –  по-
следовательность  одинаково  отличающихся 
объектов, то порядковый номер  i будем назы-
вать значением рейтинга. 

Выясним  теперь,  каким  образом  рейтинг 
связан  с  величиной. Из Свойства C1  следует, 
что разности или отношения значений посто-
янны. Поэтому 
 xi+1 – xi = a,   (1)
или

 

1i

i

x b
x
+ = .   (2)

где I = 1, 2, 3, ..., a, b – некоторые постоянные. 
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Тогда 
 xi – xj = a(i – j),   (3)
или 

 

i ji

j

x b
x

−= .  (4)

Функцию результат сравнения R(i, j), опре-
деленную на множестве последовательных пар, 
можно  продолжить  естественным  образом  на 
множество произвольных пар. Удобно считать, 
что R(i, i + 1) = 1, i = 1, 2, 3, ..., тогда R(i, j) =		
i – j, i, j = 1, 2, 3, ...

Таким  образом,  результат  сравнения  оди-
наково  отличающихся  объектов  R(i,  j)  равен 
разности рейтингов и действительно не  зави-
сит от способа сравнения. Выражения (3) и (4) 
можно записать, используя функцию R(i, j):
 xi – xj = aR(i, j),  (5)
или
  ln(xi/xj) =	b1R(i, j).   (6)
где a, b1– постоянные, i и j – значения рейтинга. 

A1. Теперь мы можем сформулировать ак-
сиому нефизического измерения.

A2. Результат сравнения R(i, j) для нефизи-
ческой величины X не зависит от способа срав-
нения.

Выражения (5) и (6) можно рассматривать 
в  качестве  обоснования  аксиомы  измерения 
нефизической величины. Аксиома A1 отража-
ет особенность измерения нефизических вели-
чин. Нефизическая величина существует толь-
ко  в  сознании  людей.  У  нее  нет  измеряемых 
размеров  и,  соответственно,  нельзя  опреде-
лить способ сравнения. Эксперт может только 
построить  последовательность  одинаково  от-
личающихся объектов и определить ранг объек-
та.  Кроме  того,  мы  приходим  к  выводу,  что 
значения нефизической величины X зависят от 
способа сравнения. Здесь нет логического про-
тиворечия, поскольку размер величины в дан-
ном  случае  –  это  следствие  математической 
обработки;  числа,  которые  исследователь  для 
удобства приписывает объектам. 

Замечание. Способов  сравнения  можно 
предложить  много,  но  в  теории  измерений 
в качестве основных используют только два – 
разность и отношение размеров [2]. Если при-
думать  еще  какой-либо  способ  сравнения,  то 
в наших рассуждениях ничего не изменится. 

Пример нефизического измерения
Исследователь  просит  эксперта  сравнить 

площади кругов (таблица). В первой строке та-
блицы  находится  рейтинг  объекта.  Эксперт 
считает, что данные круги являются последо-
вательностью  одинаково  отличающихся  объ-
ектов. 

Одинаково отличающиеся объекты

ri 1 2 3 4 5 6

xi • • • • • •
 

Значит, если во время эксперимента, иссле-
дователь  просит  сравнить  отношение  площа-
дей,  то  эксперт ответит,  что площадь второго 
круга  в  b  раз  больше  площади  первого,  пло-
щадь третьего в b раза больше площади второ-
го и так далее. Здесь b – некоторое число, кото-
рое постоянно для каждого сравнения (свойств 
C1).  В  данном  случае  исследователь  выбрал 
операцию  сравнения  –  отношение  значений. 
Поэтому должно выполняться (2) и (4). 

Пусть  теперь  исследователь  просит  оце-
нить насколько площадь второго круга больше 
площади первого. Это означает, что исследова-
тель  выбрал  в  качестве  операции  сравнения 
разность значений. Эксперт не сравнивает пло-
щади (напомним, что субъективная площадь – 
это число, которое исследователь приписывает 
каждому  объекту).  Тем  не  менее,  он  может 
провести  сравнение  площадей  двух  объектов 
без  учета  способа  сравнения  (аксиома  A1). 
Ориентируясь на рейтинг объекта, эксперт дол-
жен  ответить,  что  площадь  второго  круга  на 
величину a больше площади первого, площадь 
третьего на величину a  больше площади вто-
рого  и  так  далее,  поскольку  все  результаты 
парных  сравнений  равны  (свойств  C1).  Если 
ответы эксперта непротиворечивы, то они долж-
ны удовлетворять соотношению (3) и (5).

В итоге, для одних и тех же объектов полу-
чены  различные  размеры  для  субъективного 
ощущения площади. Это происходит потому, 
что эксперт не выполняет операцию деления 
или  вычитания  значений  величины,  а  строит 
последовательность одинаково отличающихся 
объектов  и  находит  их  рейтинг.  Более  того, 
эксперт ничего не знает и про способ сравнения 
(способ  сравнения  ему  указывает  исследова-
тель). Дополнительно исследователь определя-

       

Просмотр цветоделения
Триадный Голубой	91%
Триадный Пурпурный	79%
Триадный Желтый	62%
Триадный Черный	0%
Суммарное покрытие	232%
�



СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ПРИКЛАДНАЯ ИНФОРМАТИКА 4, 2017

42 Обработка информации и принятие решений  

ет  значения субъективных величин – эти  зна-
чения  уже  можно  делить  или  вычитать.  По-
скольку в законе Фехнера участвуют разности 
значений  субъективных  величин,  а  в  законе 
Стивенса отношение  значений,  то  эти  законы 
выберем  для  проверки  адекватности  модели 
субъективных измерений.

Законы Стивенса и Фехнера
Для  проверки  модели  измерения  нефизи-

ческой величины нам понадобятся законы Фех-
нера и Стивенса  [4]. Законы Стивенса и Фех-
нера  связывают  физические  и  соответствую-
щие  нефизические  величины.  Например,  вес 
груза, измеряемый прибором, и вес, оценивае-
мый человеком.

Закон Фехнера [5] устанавливает связь меж-
ду разностью значений нефизической величи-
ны xi, xj  и значениями физической  величины 
qi, qj:

 
ln ,i j

i

j

qx x c
q

 
− =   

 
    (7)

где i, j = 1, ..., n, c – постоянная. 
Закон Стивенса  [6]  предложен для  заме-

ны  закона Фехнера. По мнению Стивенса  за-
висимость нефизической величины от физиче-
ской  величины  описывается  степенной функ-
цией:

 
,i i

j j

x q
x q

a
 
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  (8)

где i, j = 1, ..., n, xi, xj – значения нефизической 
величины, qi – значение физической величины 
сигнала, a – постоянная. 

Спор о том, какой из законов является бо-
лее точным, продолжается в течение длитель-
ного  времени  с  привлечением  эмпирических 
данных. Мы применим к законам аксиому из-
мерения  нефизической  величины  и  докажем 
эквивалентность законов. 

Пусть  нефизическая  величина  X  связана 
с физической величиной Q законом Фехнера (7). 
Выберем последовательность одинаково отли-
чающихся  объектов w1, w2,  ..., wn. Подставив 
разность значений (3), в закон Фехнера (7), по-
лучим: 

 ( ) ln ,i

j

qi j a c
q

 
− =   

 
  (9)

где с – известная постоянная, a – постоянная, 
qi, qj – значения физической величины i, j = 1, 
2, ..., n. 

Из закона Стивенса (8) на основании (4) по-
лучим

 
( ) ln( ) ln i

j

qi j b
q
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где i, j = 1, 2, ..., n, a – известная постоянная, b – 
постоянная. 

Мы видим, что законы Стивенса (10) и Фех-
нера (9) перехода к рейтингу совпадают и мо-
гут быть записаны в едином виде

 
( , ) ln ,i

j

qmR i j
q

 
=   

 
  (11)

где i, j = 1, 2, ..., n, R(i, j) – результат сравнения, 
m  –  постоянная, qi, qj  –  значения физической 
величины. 

Совпадение  законов  Фехнера  и  Стивенса 
подтверждает  нашу  модель  и  гипотезу,  что  
«...  природа  не  наделила  человека  способно-
стью сравнивать между собой разные свойства 
или  их  проявления  в  числовом  формате»  [3]. 
Следовательно,  есть  основания  считать,  что 
эксперт  оценивает  разность  значений  и  отно-
шение значений, имея в виду рейтинг, а не раз-
мер величины.  Таким  образом, мы  подтвер-
дили модель нефизического измерения. 

Замечание. Мы пришли к выводу, что оба 
закона,  в  определенном  смысле,  эквивалент-
ны. Обычно  считается,  что  законы Фехнера 
и  Стивенса  это  два  различных  закона.  Пояс-
ним, почему так происходит, используя упро-
щенный  числовой  пример. Пусть мы  сравни-
ваем одинаково отличающиеся объекты из Та-
блицы. Будем считать, что с точки зрения экс-
перта, площадь первого круга равна единицы 
и площади рядом стоящих кругов отличаются 
в два раза. Тогда получим следующую после-
довательность значений для площади круга: 
  1, 21, 22, 23, 24, 25.   (12)

Конечно, мы можем  сравнивать  не  только 
рядом  стоящие  пары  объектов.  Чтобы  быть 
адекватным, эксперт должен бы ответить, что 
третий  круг  на  два  порядка  больше  первого 
(22), а четвертый круг на три порядка (23) боль-
ше  первого.  На  самом  деле,  когда  Стивенс 
просил своих испытуемых сообщать во сколь-
ко раз одно ощущение больше другого, то ис-
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пытуемый делал то, что он может делать – оце-
нивал  величину  объекта  в  порядковой шкале 
и  сообщал  отношение  рейтингов  объектов, 
а не размеров. Например, что второй круг в два 
раза больше первого, третий в три раза больше 
первого и так далее. В этом случае последова-
тельность субъективных оценок площади

  1, 2, 3, 4, 5, 6.   (13)

Оценки  (12)  –  сроятся  на  основании  рей-
тинга объектов, оценки (13) являются рейтин-
гом объектов. Оценки (13) соответствуют зако-
ну Стивенса, оценки (12) – модели нефизиче-
ского измерения величины (11).

Заключение
В работе сформулирована рейтинговая мо-

дель  измерения,  которая  включает  в  себя  по-
стулат  нефизического  измерения:  результат 
сравнения  не  должен  зависеть  от  способа 
сравнения. В качестве обоснования приводит-
ся  доказательство  эквивалентности  законов 
Фехнера и Стивенса. 

Предложенная  в  статье  модель  измерения 
нефизической  величины  может  применяться 
при  экспертном  анализе  систем  [8],  [9],  [10] 
для измерения полезности  [11],  качества объ-
ектов [12], субъективной вероятности [13], [14] 
в теории нечетких множеств [15].
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MODEL OF RATING OF NON PHYSICAL QUANTITY
Belarusian National Technical University

Physical quantities are distinguished from non-physical quantities the method of measurement. In addition, when measur-
ing physical quantities, the concept of identical objects is considered. For example, is equally likely outcomes in classical 
probability theory or equality of scale interval of a measuring scale. For nonphysical size we will take measurements by sub-
jective estimation in an order scale, but also to use an undefined notion of the sequence of equally different objects. This ap-
proach has been used successfully in some researches for subjective characteristics of the objects. For example, the sequence 
of stars in the sky of various brightness or levels of difficulty of the test. The numbers of members of such a sequence are called 
ratings. Having defined rating, it is possible to find values of size if to consider that to equally different objects there corre-
sponds the identical result of paired comparison. As the expert compares objects, without determining the sizes of objects, it is 
natural to assume that the way of comparison is not known to him. It means that as mathematical model we defined an indirect 
way of finding of values of nonphysical size at an unknown way of comparison. Having chosen a way of comparison, each 
object can put number which we will call the subjective size of an object in compliance. In a metrology of ways of numerical 
comparison of physical quantities only two is a difference and the relation. Therefore at assessment of subjective sizes we will 
be limited in two ways – a difference and the relation of the sizes of sizes.

As an example of application of the theory the functional communication, between physical quantity and nonphysical size, 
established by empirical laws is analyzed. It is noted that Fekhner and Stephens’s empirical laws use a difference or the rela-
tion of subjective sizes. But the difference or the relations of sizes can be expressed through the difference of ratings. Therefore 
there is an opportunity for each law to receive a ratio between the difference of ratings and physical quantity. Coincidence of 
two laws of Fekhner and Stephens, after transition to rating, confirms reliability of our model.

Keywords: Fekhner, Stephens’s laws; utility function; fuzzy sets.
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