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Рассматривается задача аналитического синтеза управляющего сигнала линейной динамической систе-
мой. В качестве критерия оптимизации предлагается рассматривать время перехода системы из начального 
состояния в заданное конечное состояние. Такой вид управления называется форсированным, обеспечиваю-
щим максимальное быстродействие системы. Рассматривается решение данной задачи на основе примене-
ния неопределенных множителей Лагранжа и принципа максимума Понтрягина. Получены выражения для 
матрицы переходов системы и управляющего сигнала в векторном виде. 

В качестве примера для оценки работоспособности предлагаемой методики рассматривается электро-
привод, описываемый широко распространенной математической моделью второго порядка. Представлены 
качественные иллюстрации работоспособности предлагаемого подхода, полученные путем моделирования 
в среде Mathcad и количественные характеристики изменения входных и выходных сигналов гипотетической 
системы управления. Показано, что применение форсированного управления не приводит к выходу перемен-
ных, характеризующих состояние системы, за пределы допустимых значений. 

Применение форсированного управления позволяет синтезировать закон управления в виде последова-
тельности прямоугольных импульсов постоянной амплитуды, определяемой источником питания, переменной 
скважности и полярности. Такой подход может быть использован при управлении вентильными электродви-
гателями постоянного тока, применяемыми в различных системах слежения, применяемых на беспилотных 
летательных аппаратах.

Ключевые слова: форсированное управление, целевая функция, электрический привод, последовательность им-
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Введение
Среди  автоматических  систем,  в  которых 

ключевое место занимают электрические при-
воды,  необходимо  выделить  беспилотные  ле-
тательные аппараты (БЛА), интенсивно завоё-
вывающие  своё  место  в  различных  областях 
применения [1]. Одной из основных задач БЛА 
является мониторинг земной поверхности или 
объектов, находящихся на земле. Для решения 
задач мониторинга  на  подвижной платформе, 
имеющей  две  степени  свободы  относительно 
корпуса БЛА, устанавливается оптическая или 
радиотехническая аппаратура. Управление (раз-
ворот)  подвижной  платформы  относительно 
корпуса  БЛА  осуществляется  специальным, 
как правило, электрическим приводом. 

Среди  электрических  приводов  широкое 
распространение  имеют  вентильные  электри-
ческие  двигатели  [2],  в  которых  в  качестве 
входного сигнала используется последователь-

ность  прямоугольных импульсов. Управление 
такими приводами  заключается  в  том,  что по 
определенному закону изменяются параметры 
этой  управляющей  последовательности  им-
пульсов:  длительность  и  период  следования. 
При этом в большинстве задач амплитуда им-
пульсов  остается  постоянной,  определяемой 
источником постоянного тока. Математические 
модели таких систем включают в себя как не-
прерывные, так и дискретные функции време-
ни, что позволяет отнести эти модели к классу 
гибридных (непрерывно-дискретных) систем.

В работе [3] рассмотрены вопросы матема-
тического моделирования гибридных электро-
технических систем на основе использования 
дифференциальных  уравнений,  включающих 
специальные  функции,  позволяющие  учиты-
вать  дискретизацию  сигналов  управления 
в конкретные моменты времени. В работе  [4] 
решается  задача  импульсного  управления  ги-
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бридной  электротехнической  системой  путём 
аналитического синтеза закона управления на 
основе непрерывной дифференциальной моде-
ли  с  последующей  дискретной  реализацией 
полученного закона управления в виде после-
довательности  прямоугольных  импульсов  по-
стоянной амплитуды и переменной скважности.

Задачи  аналитического  синтеза  управле-
ний при линейной математической модели си-
стемы для различных функционалов качества 
достаточно  изучены.  В  общем  случае  боль-
шинство  практических  задач  сводится  к  рас-
смотрению задачи минимизации функционала 
качества,  включающего  в  себя  терминальную 
и интегральную составляющие, характеризую-
щие конечную цель управления и потери  (за-
траты энергии) в процессе управления. Пред-
ставляет практический интерес задача форми-
рования  последовательности  импульсов  для 
оптимального управления электрическим при-
водом,  применяемым  в  системе  мониторинга 
наземных объектов БЛА. При этом при посто-
янной  амплитуде  управляющих  импульсов, 
определяемой  источником  постоянного  тока, 
необходимо определить, чем управлять, то ли 
длительность  импульсов,  периодом  следова-
ния, или тем и другим. Решение данной задачи 
может  быть  получено  с  помощью  аналитиче-
ского синтеза управления по критерию макси-
мального  быстродействия. Полученный  закон 
управления  в  данном случае называется фор-
сированным управлением. В некоторых источ-
никах такое управление носит название «банг-
банг» управление [5]. Методы реализации та-
кого  управления  известны  при  детерминиро-
ванных  начальном  и  конечном  состояниях 
объекта  управления  без  случайных  возмуще-
ний и при учете ограничений на максимальное 
значение управления. 

Форсированное  управления  обеспечивает 
максимальное  быстродействие  регуляторов, 
функционирующих на основании использова-
ния измерений переменных, характеризующих 
состояние системы. Так как эти измерения, как 
правило, имеют ошибки в виде случайных со-
ставляющих  выходных  переменных,  то  в  об-
щем случае следует рассматривать стохастиче-
скую  постановку  задачи  синтеза  управления. 
Учитывая,  что  для  линейных  объектов  спра-
ведлива  так  называемая  теорема  разделения 
[5, 6], следовательно, задачи оптимального оце-

нивания  фазовых  координат  управляемой  си-
стемы и синтеза оптимального закона управле-
ния можно решать последовательно.

Известно,  что  форсированное  управление 
может  применяться  при  управлении  траекто-
рией  летательного  аппарата,  при  управлении 
энергетическими или другими промышленны-
ми установками [6].

Решение задачи управления. Рассмотрим 
общую  математическую  постановку  задачи. 
Пусть объект управления описывается вектор-
ным  уравнением  в  канонической  форме  вида 
[6, 7]

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X t A t X t B t U t= + ,  0 0( )X t X= .  (1)

X(t) – n-мерный вектор фазовых координат си-
стемы, U(t) – вектор управлений размерности 
m £ n, A(t) и B(t) – матрицы известных коэффи-
циентов.

На  конечное  состояние  объекта  управле-
ния наложено ограничение  ( )k kX t X= . Требу-
ется  определить  вектор  оптимального  управ-
ления U(t),  обеспечивающий перевод объекта 
управления  из  начального  состояния X0  в  ко-
нечное состояние Xk за минимальное время tk–t0 
с учетом того, что максимальные значения ком-
понент вектора управлений ограничены значе-
ниями Uimax ( 1,i m= ). Минимизируемый функ-
ционал  качества  (целевая  функция)  при  этом 
имеет вид

 0
0

kt

k
t

J dt t t= = −∫ .   (2)

В  данной  постановке  задачу  удобно  ре-
шать, используя принцип максимума Понтря-
гина. При этом вводится в рассмотрение новая 
(n+ 1)-я фазовая координата Xn+ 1, удовлетворя-
ющая уравнению 

 1 1nX + = ,  1 0 0( )nX t t+ = .   (3)

Согласно  принципу  максимума  [8]  опти-
мальное  управление  должно  доставлять  мак-
симум функции Гамильтона  ( , , , )H H X U t= l , 
имеющей в данном случае вид 

( , , , ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T TH X U t t A t X t t B t U tl = + l + l . 
(4)

В  выражении  (4)  l(t)  –  вектор  неопреде-
ленных множителей Лагранжа, определяемых 
ограничениями,  накладываемыми  конечным 
состоянием системы управления.
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Из  выражения  (4)  следует,  что  необходи-
мое  условие  максимума  функции H  по  отно-
шению к скалярным компонентам управления 

( ) ( )i iU U t U t= ∈  определяется выражением

 1
>0

n
i i

i
U

=
l∑ ,  | max| i iU U= .   (5)

Функция  Гамильтона  (4)  в  данном  случае 
имеет вид

 
max

( , , , )

1 ( ) ( ) ( ) | ( ) ( ) | ( ),T T

H X U t

t A t X t t B t U t

l =

+ l + l
   (6)

а оптимальное управление, минимизирующее 
гамильтониан  (6), и  соответственно функцио-
нал (2) определяется формулой [8, 9]

 
( ) sign ( ) ( )max

TU t U t B t = − l .   (7)

В  соответствии  с  принципом  максимума 
канонические уравнения Понтрягина в данном 
случае имеют вид [5, 8]

 max

( )

( ) ( ) ( ) sign ( ) ( ) ,T

HX t

A t X t B t U t B t

∂
= =
∂l

 − l 



  
(8)

 

  0 0( )X t X= ,  

 
( ) ( )TH A t t

X
∂

l = − = − l
∂

 ,  ( )k ktl = l .   (9)

Решение уравнения (9) имеет вид

 
( )( ) ( )

T
kA t t

kt t e− −l = l .   (10)

Управление электродвигателем.  Приме-
ним данный метод определения оптимального 
управления к математической модели электро-
двигателя, которая описывается известной си-
стемой дифференциальных уравнений [2, 10].

 j = w ,  0 0( )tj = j ,   (11)

 buw= −aw+ ,  0 0( )tw = w .   (12)
Здесь j – угол поворота ротора двигателя, 

w – угловая скорость поворота, a	= 1/Т, b =	K/T, 
Т – постоянная времени, K – обобщенный ко-
эффициент усиления электродвигателя.

В матричной форме задача имеет вид

1 1 0
( )

0 1
u t

j j       
= +       w −a w       





,  0 0

0 0

( )
( )
t
t

j j   
=   w w   

. (13)

Матрица  переходов  в  соответствии  с  (10) 
в данном случае имеет вид

 

( )11 1

0

t
At

t

e
e

e

−a

−a

 − a=  
  

,   (14)

а  оптимальное  форсированное  управление 
в соответствии с (7) в данном случае вычисля-
ется по формуле [5]

 

[ ] { }

max

2

1( ) sign ( ) ( )

sign ( )
ln 1 ( ) .

u t U t t

t
t

= − j + w − a
 w   + a w    a    

   (15)

На рис. 1,  2 представлены результаты мо-
делирования системы (11)–(12) при управлении 
(15), полученные в следе Mathcad при решении 
дифференциальных уравнений, описывающих 
состояние  гипотетической  системы  управле-
ния, методом Эйлера. На рис. 1 – графики из-
менения j(t), w(t), u(t) при следующих началь-
ных условиях: j(0) =  1, w(0) =	–0.5, u(0) =  0,  
a	= 1, Umax = 0.6.

На  рис.  2  представлены  графики  измене-
ния j(t), w(t), u(t)  при  следующих начальных 
условиях: j(0) = 1, w(0) =	–0.5, u(0) = 0, a	= 2, 
Umax = 2.

Из рис. 1, 2 видно, что, не смотря на скач-
кообразное изменение  управляющего  сигнала 
u(t), выходной сигнал j(t) не претерпевает рез-
ких изменений по причине инерционности си-
стемы,  обусловленной  её  конструктивными 
особенностями. Путем изменения постоянной 
времени привода, характеризуемой коэффици-
ентом a, или напряжения питания Umax можно 
получить  необходимые  характеристики  пере-
ходных  процессов  конкретной  гибридной  си-
стемы управления.

Заключение
Приведенные  теоретические  положения 

и результаты математического моделирования 
показывают, что при постановке и решении за-
дачи  форсированного  управления  управляю-
щий  сигнал  представляет  собой  последова-
тельность прямоугольных импульсов перемен-
ной полярности с  заданной амплитудой и пе-
ременной  длительностью.  Это  может  быть  
использовано  при  управлении  вентильными 
электродвигателями постоянного тока, приме-
няемыми в различных системах  слежения  та-
кими, как радиолокаторы, следящие телекаме-
ры и т. п.
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В  данном  случае  наглядно  присутствует 
такая  особенность  форсированного  управле-
ния, как наличие знакопеременных импульсов 
в  установившемся  режиме  после  окончания 
процесса управления (рис. 1, 2), что может на 
практике приводить к нежелательным резуль-
татам, например – к преждевременному разря-
ду  аккумулятора  постоянного  тока.  Такого 

рода  нежелательные  явления  могут  быть 
устранены  различными  инженерными  кон-
структивными  решениями,  например,  отклю-
чением U(t) при |X(t)–Xk| £ e, где Xk – конечная 
точка фазовых координат рассматриваемой си-
стемы после окончания управления, e – вели-
чина, характеризующая заданную точность ре-
шения задачи управления.
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Abufanas A. S., Lobaty A. A., Yacina Y. F.

ANALYTICAL SYNTHESIS OF FORCED PULSE ELECTRONIC DRIVE CONTROL 
OF A TRACKING SYSTEM

Belarusian National Technical University
The problem of analytical synthesis of a control signal by a linear dynamical system is considered. As an optimization 

criterion, it is proposed to consider the transition time of the system from the initial state to a given final state. This type of 
control is called forced, providing the maximum system speed. The principle of solving this problem is considered on the basis 
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of application of uncertain Lagrange multipliers and the Pontryagin maximum principle. Expressions are obtained for the 
matrix of transitions of the system and the control signal in a vector form.

As an example, the electric drive described by the widespread second-order mathematical model is considered to evaluate 
the efficiency of the proposed method. Qualitative illustrations of the operability of the proposed approach, obtained by mod-
eling in the Mathcad environment, and quantitative characteristics of the change in the input and output signals of the hypo-
thetical control system are presented. It is shown that the use of forced control does not lead to the output of variables charac-
terizing the state of the system, beyond the limits of admissible values.

The use of forced control makes it possible to synthesize the control law in the form of a sequence of rectangular pulses of 
constant amplitude determined by the power source, variable duty cycle and polarity. This approach can be used for the con-
trol of DC-type DC motors used in various tracking systems used on unmanned aerial vehicles. 
Key words: forced control, target function, electric drive, pulse train. The use of forced control makes it possible to synthesize 
the control law in the form of a sequence of rectangular pulses of constant amplitude determined by the power source, variable 
duty cycle and polarity. This approach can be used for the control of DC-type DC motors used in various tracking systems 
used on unmanned aerial vehicles.

Keywords: forced control, target function, electric drive, pulse train.
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